
ЎзР ФА В.И. Романовский номидаги  Математика институти 

Математика институти Бухоро бўлинмаси 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР ВА 

АНАЛИЗНИНГ ТУРДОШ МАСАЛАЛАРИ 
хорижий олимлар иштирокидаги илмий конференцияси 

 

МАТЕРИАЛЛАРИ 
Бухоро, Ўзбекистон, 04–05 ноябр, 2021  йил 

======== ♦ ======== 

Институт Математики имени В.И. Романовского АН РУз 

Бухарское отделение института Математики 
  

ТЕЗИСЫ ДОКЛАДОВ 
Республиканской научной конференции с участием зарубежных ученых 

 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

И РОДСТВЕННЫЕ ПРОБЛЕМЫ АНАЛИЗА 

 Бухара, Узбекистан,  04–05 ноябрь, 2021 год 
======== ♦ ======== 

Institute of Mathematics named after V.I. Romanovskiy at the  

AS of Uzbekistan  

Bukhara branch of the Institute of Mathematics  
 

ABSTRACTS  
of the Republican Scientific Conference with the  

participation of foreign scientists 
 

DIFFERENTIAL EQUATIONS AND  

RELATED PROBLEMS OF ANALYSIS 
Bukhara, Uzbekistan, November 04–05, 2021 

 

 

  



 

ЎзР ФА В.И. Романовский номидаги  Математика институти 

Математика институти Бухоро бўлинмаси 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР ВА 

АНАЛИЗНИНГ ТУРДОШ МАСАЛАЛАРИ 
 

хорижий олимлар иштирокидаги илмий конференцияси 

 

МАТЕРИАЛЛАРИ 
 

Бухоро, Ўзбекистон, 04–05 ноябр, 2021  йил 

 
======== ♦ ======== 

 

Институт Математики имени В.И. Романовского АН РУз 

Бухарское отделение института Математики 
  

ТЕЗИСЫ ДОКЛАДОВ 

Республиканской научной конференции  

с участием зарубежных ученых 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

И РОДСТВЕННЫЕ ПРОБЛЕМЫ АНАЛИЗА 

 

 Бухара, Узбекистан,  04–05 ноябрь, 2021 год 

 
======== ♦ ======== 

 

Institute of Mathematics named after V.I. Romanovskiy at the  

AS of Uzbekistan  

Bukhara branch of the Institute of Mathematics  
 

ABSTRACTS  

of the Republican Scientific Conference with the  

participation of foreign scientists 
 

DIFFERENTIAL EQUATIONS AND  

RELATED PROBLEMS OF ANALYSIS 

 

Bukhara, Uzbekistan, November 04–05, 2021 

 



2

ANJUMAN TASHKILIY QO‘MITASI

Tashkiliy qo‘mita raisi:

Ayupov Sh.A. – O‘zFA Matematika instituti direktori, akademik

Tashkiliy qo‘mita raisining o‘rinbosarlari:

Roziqov O‘.A. – O‘zFA Matematika instituti ilm-fan bo‘yicha direktor
o‘rinbosari

Botirov G‘.I. – O‘zFA Matematika instituti direktor o‘rinbosari

Durdiyev D.Q. – O‘zFA Matematika instituti Buxoro bo‘linmasi mudiri

A’zolari:

Ashurov R.R. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d., professor

Hayotov A.R. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d., professor

Jamilov U.U. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d.

Taxirov J.O. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d., professor

Adilova F.T. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d., professor

Xusanboyev Y.M. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d., professor

Kudaybergenov K.K. – O‘zFA Matematika instituti Qoraqalpoq bo‘linmasi
mudiri, f.-m.f.d., professor

Rahmatullayev M.M. – O‘zFA Matematika instituti Namangan bo‘linmasi
mudiri, f.-m.f.d.

Imomkulov S.A. – O‘zFA Matematika instituti Xorazm bo‘linmasi mudiri,
f.-m.f.d., professor

Xolxo‘jayev A.M. – O‘zFA Matematika instituti Samarqand bo‘linmasi
mudiri, f.-m.f.d.

Beshimov R.B. – O‘zMU, f.-m.f.d., professor

Zikirov O.S. – O‘zMU, f.-m.f.d., professor

Omirov B.A. – O‘zMU, f.-m.f.d., professor

Sharipov O.SH. – O‘zMU, f.-m.f.d., professor

Rasulov T.H. – BuxDU, f.-m.f.n., dotsent



3

Dasturiy qo‘mita

Hamraislar:

Azamov A.A. – O‘zFA Matematika instituti, akademik

Alimov Sh.A. – O‘zMU, akademik

Sadullayev A.S. – O‘zMU, akademik

Laqayev S.N. – SamDU, akademik

Farmonov Sh.Q. – O‘zFA Matematika instituti, akademik

A’zolar:

Abdullayev B.I. – UrDU, f.-m.f.d., professor
Aripov M. – O‘zMU, f.-m.f.d., professor

Arzikulov F.N. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d.

Artiqboyev A. – O‘zMU, f.-m.f.d., professor

G‘anixodjayev N.N. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d., professor

Ibragimov G‘.I. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d., professor

Ikromov I.A. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d., professor

Islomov B. – O‘zMU, f.-m.f.d., professor

Karimov E.T. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d.

Miraxmedov Sh.A. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d., professor

Raximov I.S. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d., professor

Samatov B.T. – NamDU, f.-m.f.d., professor

Teshayev M.X. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d.

O‘rinov A.K. – FarDU, f.-m.f.d., professor

Xakimov R.M. – NamDU, f.-m.f.d.

Xasanov A.B. – SamDU, f.-m.f.d., professor

Xudoyberdiyev A.X. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d.

Shadimetov X.M. – TTYMI, f.-m.f.d., professor

Eshmatov F.H. – O‘zFA Matematika instituti, f.-m.f.d.

Kotibiyat

Bozorov Z.R., Dilmurodov E.B., Durdiyev U.D., Jalolov O.I.



4

ОРГАНИЗАЦИОННЫЙ КОМИТЕТ КОНФЕРЕНЦИИ

Председатель:

Аюпов Ш.А. – директор института Математики АН РУз, академик

Заместители председателя:

Розиков У.А. – заместитель директора по науке института Математи-
ки АН РУз

Ботиров Г.И. – заместитель директора института Математики АН
РУз

Дурдиев Д.К. – заведующий Бухарским отделением института Мате-
матики АН РУз

Члены оргкомитета:

Ашуров Р.Р. – институт Математики АН РУз, д.ф.-м.н., профессор
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I SHO‘BA: MATEMATIK ANALIZ

СЕКЦИЯ № 1: МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

SECTION No. 1: MATHEMATICAL ANALYSIS

ABOUT ESTIMATES THE BERGMAN KERNEL FOR CLASSICAL
DOMAINS

Abdullayev J. Sh.1, Khasanova K. I.2

National University of Uzbekistan named after M. Ulugbek, Tashkent, Uzbekistan
1jonibek-abdullayev@mail.ru, 2kamola_khasan@mail.ru

The Bergman space on bounded symmetric domains is a fundamental concept in the
analysis. It is equipped with a natural projection, i.e. the Bergman projection, determined by
the property of the reproducing nucleus. On the other hand, the weighted Bergman spaces are
also important in harmonic analysis (see, for example [1-2]).

The Bergman kernel for any transitive circular domain is equal to the ratio of the volume
density to the Euclidean volume of the domain. Hua Luogeng in [2] constructed Bergman kernels
for four types of classical domains, being guided only by this consideration and without resorting
to complete orthonormal systems, and in this book one can also find explicit expressions for
the Bergman kernel, groups of automorphisms of the domain <I (m, k) ,<II (m) ,<III (m) and
<IV (n).

Definition ([3]). Let {ϕν (z) , ν = 0, 1, 2, ...} be a complete orthonormal system of holomorphic
functions in L2 (D). The Bergman kernel (or kernel function) KD

(
z, ζ̄
)
is the sum of the series

∞∑
µ=1

ϕν (z)ϕν (ζ) = KD

(
z, ζ̄
)
,

which is holomorphic by z and antiholomorphic by ζ
For example (see [3], [4]), the Bergman kernel for a ball with radiusR, Bn (R) = {z ∈ Cn : |z| < R},

has the form
KBn(R)

(
z, ζ̄
)

=
n!R2

πn
(
R2 −

n∑
k=1

zkζ̄k

)n+1 .

The paper presents is to find optimal estimates for the Bergman kernels for the classical
domains <I (m, k), <II (m), <III (m) and <IV (n), respectively, through the Bergman kernels
in balls from the spaces Cmk, C

m(m+1)
2 , C

m(m−1)
2 and Cn.

REFERENCES

1. Krantz S. G. Harmonic and complex analysis in several variables, Springer Monographs in
Mathematics, Gewerbestrasse 11, 6330 Cham, Switzerland (2017), 429 p.
2. Hua Luogeng, Harmonic analysis of functions of several complex variables in classical domains,
AMS, 1963.
3. Shabat B.V., Introduction to Complex Analysis Part II Functions of Several Variables, Nauka,
Fiz. Mat. Lit., M., 1985 (in Russian).
4. Fuks B. A., Special Chapters in the Theory of Analytic Functions of Several Complex
Variables (in Russian), Fizmatgiz, Moscow (1963).
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ON ESTIMATES FOR OSCILLATORY INTEGRALS WITH PHASE HAVING
E7 TYPE SINGULARITY

Akramova D.I.1, Ikromova D.I.2

Samarkand State University, Samarkand, Uzbekistan.
1akramova.shoda@mail.ru, 2ikromova−89@mail.ru

Let S ⊂ Rn+1 be a smooth hypersurface, and ϕ ∈ C∞6 (S) be a smooth function with compact
support. Consider the charge dµ(X) := ϕ(X)dS, where dS is the induced Lebesgue measure
on the hypersurface S. In particular, if ϕ is a non-negative function, then we are dealing with
a Borel measure supported on S. The Fourier transform of the charge dµ is determined by the
following integral:

d̂µ(ξ) :=

∫
S

eiX·ξdµ(X),

which corresponds to the Fourier transform of a distribution given by the charge dµ (see [1]),
where x · ξ is the inner product of vectors x and ξ.
In this paper, we consider the problem: Find the GLB (Greatest lower bound) pS of the following
set

{p ∈ [1,∞) : for anyϕ ∈ C∞0 (S) the inclusion : d̂µ ∈ Lp(Rn+1)− holds true}.

Where Lp(Rn+1) is the space of integrable functions with degree p(1 ≤ p < ∞), of course
if p = ∞, then we are dealing with a space of essentially bounded functions. The number pS
is called to be an exact exponent of integrability of the Fourier transform of the charge dµ,
supported on the hypersurface S.

Remark. A similar problem can be considered for smooth surfaces of codimension strictly
greater than one. The Fourier transform of characteristic functions of compact domains with
C1-smooth boundary had been considered in the work [2].

In this paper, we consider the case of hypersurfaces in R3, given in the form of the graph of
a function ϕ which has a singularity of type E7 at the origin R2, moreover the support of the
function ϕ is a subset of a small neighborhood of zero.

Note that, the well-known uniform estimates obtained in the work by J.J.Dustermaat[5] give
estimate pS ≤ 3h(φ), where h(φ) the height of the function φ introduced by A.N.Varchenko[4].

In the case of singularity E7, we have: h7 = 9
5
.

Note that, the estimate ps ≤ 3h(φ) is far from been sharp. It follows from the classical results
that the equality pS = 3h(φ) holds if and only if h(φ) = 1, those φ has the non-degerate critical
point at the origin.
We will show that, the equality pS = 3 is valid in the cases when φ has a singularity of type E7

at the origin.
In this paper we assume that the density ϕ is supported in sufficiently small neighborhood of

the origin R3 and also, it is assumed that, the surface S in a sufficiently small neighborhood of
the origin is given as the graph of a smooth function: x3 = φ(x1, x2), satisfying the conditions:
φ(0) = 0,∇φ(0) = 0 and also h(φ) < 2.
In this case this function is diffeomorphic equivalent to functions having simple singularities of
Arnold’s type [6]. But in the problem under consideration, we need to have the form of these
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functions with respect to a linear change of variables.

Proposition. Let φ be a smooth function satisfying the conditions:
φ(0, 0) = 0,∇φ(0, 0) = 0, and also h(φ) < 2. In addition, the Taylor development of the

function φ has the form φ = (c1x1 + c2x2)3 + ... where c1, c2 ∈ R with a2 + b2 6= 0 "..."means
sum of monomials with degree bigger than 4. Then there is a linear coordinate system in R2

such that this function can be written in one of the following forms:

φ(x1, x2) = b(x1, x2)(x2 − ψ(x1))3 + x2b1(x1) + b0(x1),

where b, b1, b0 and ψ are smooth functions, also ψ(0) = ψ′(0) = 0 as well as b(0, 0) 6= 0 and
b1(x1) = xk1

1 β1(x1), b0(x1) = xk0
1 β0(x1). Here β1, β0 are smooth functions. Moreover either:

(i) k0 = 4, k1 ≥ 4 and also β0(0) 6= 0 (singularity of type E6); or
(ii) k ≥ 5, k1 = 3 and also β1(0) 6= 0 (Singularity of type E7); or
(iii) k0 = 5, k1 ≥ 5 and also β0(0) = 0 (singularity of type E8).
The main results of the work are contained in the following theorem:

Theorem. Let S ⊂ R3 be a smooth hypersurface given as the graph of a function
x3 = φ(x1, x2), where φ smooth function satisfying the following conditions:
(i) φ(0, 0) = 0,∇φ(0, 0) = 0;
(ii)φ has a singularity of the type E7.
Then there is a neighborhood U of the origin such that for all ϕ ∈ C∞0 (U) the inclusion
d̂µ ∈ L3+0(R3) holds true, where L3+0(R3) =

⋂
p>3 L

p(R3).

Sharpness of the main theorem follows from the following proposition:

Proposition. Let S ⊂ Rn+1 be an arbitrary C2 smooth hypersurface containing the origin,
let dµ be the measure defined by

d̂µ(ξ) :=

∫
S

eiχξdµ(χ),

and let ϕ be a nonnegative continuous function concentrated in a sufficiently small neighborhood
of zero such that ϕ(0) > 0. Then d̂µ 6∈ Lp(Rn+1) for any 1 ≤ p ≤ 2(n+1)

n
.

REFERENCES

1. V.P.Palamodov. Generalized functions and harmonic analysis,in Comutative harmonic analysis-
3. Itogi Nauki i Tekhniki. Ser.Sovrem. Probl.Mat.Fund.Napr. (VINITI,Moscow,1991), Vol.72,pp.5-
134.
2. V.V.Lebedev. On the Fourier transform of the characteristic functions of domains with C1

boundary. Funct.Anal.Appl.47(1),27-37(2013).
3. A.N.Varchenko. Number of lattice points in families of homothetic domains in R. Funct.Anal.Appl.
17(2). 79-83(1983).
4. J.J.Duistermaat. Oscillatory integrals, Lagrange immersions and unfoldings of singularities.
Comm. Pure. Appl. Math. 27(2), 207-281 (1974).
5. V.I.Arnol’d, A.N.Varchenko and S.M.Gusein-zade. Singularities of differentiable mappings
in Classification of Critical Points of Causties and Wavefronts. (Nauka, Moscow, 1982). Vol.1
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[in Russian].
6. D.I.Akramova and I.A.Akramov Randol Maximal Functions and the Integrability of the
Fourier Transform of Measures. Math.Notes. Vol 109, No 5. pp.661-678.(2021).

ON THE ERGODICITY OF p-ADIC (1,2)-RATIONAL DYNAMICAL
SYSTEMS

Aliev E.T.
Namangan Institute of Engineering Technology, Namangan, Uzbekistan,

aliev-erkinjon@mail.ru

For (1,2)-rational functions with two fixed points on the field of p-adic numbers Qp (see
[1]-[3]), we study ergodicity properties of the dynamical system generated by these functions.

We consider (1,2)-rational functions of the following form

f(x) =
ax

x2 + cx+ a
, a 6= 0, a, c,∈ Qp, (1)

where x 6= x̂1,2 = −c±
√
c2−4a

2
.

In [1] the p-adic dynamical system of this function is studied on the field of p-adic complex
numbers Cp.

Here we consider the dynamical system of function (1) on the field of p-adic numbers Qp.
Suppose that the square root

√
c2 − 4a exists in Qp.

Note that, function (1) has two fixed points x1 = −c and x2 = 0. x2 is an indifferent fixed
point.

Denote
α = min{|x̂1|p, |x̂2|p} and β = max{|x̂1|p, |x̂2|p}.

Define the following set
I = {r : 0 < r < α}.

Proposition 1. The sphere Sr(0) = {x ∈ Qp : |x|p = r} is invariant for f if and only if
r ∈ I.

For every x0 ∈ Sr(0) we can construct the sequence

x1 = f(x0), x2 = f(x1), ... , xn = f(xn−1), ... .

The sequence {xn} is said to be forward orbit or trajectory of x0.
The following results present the properties of {xn} for every x0 ∈ Sr(0).
Theorem 1. The following properties hold:
1) The sequence {xn} diverges for every x0 ∈ Sr(0).
2) For every r ∈ I, r 6= |c|p there exists ρ(r) > 0 such that a closed ball with the radius ρ(r)

is a minimal invariant ball.
We are interested in the ergodicity properties (see [4] for definitions) of the dynamical system

on each invariant sphere.
Let X be an arbitrary nonempty set, F is an algebra of subsets of X, µ is a probability

measure on F , and T : X → X is a measurable map.
Definition 1. A measurable map T is said to be measure preserving if for every A ∈ F ,

µ(T−1(A)) = µ(A).
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Definition 2. The dynamical system (X,T, µ) is called ergodic if for every invariant set V
we have µ(V ) = 0 or µ(V ) = 1.

For each r ∈ I, r 6= |c|p consider a measurable space (Sr(0),B), here B is the algebra
generated by closed subsets of Sr(0). Every element of B is a union of some balls Vρ(s).

A measure µ̄ : B → R is said to be a Haar measure if it is defined by µ̄(Vρ(s)) = ρ. Note
that Sr(a) = Vr(a) \ V r

p
(a). So, we have µ̄(Sr(0)) = r(1− 1

p
).

We consider normalized (probability) Haar measure:

µ(Vρ(s)) =
µ̄(Vρ(s))

µ̄(Sr(0))
=

pρ

(p− 1)r
.

Theorem 2. The function (1) is measure preserving with respect to the normalized Haar
measure.

Theorem 3. Let r ∈ I and r 6= |c|p. If p 6= 2, then the dynamical system (Sr(0), f, µ) is not
ergodic.

Theorem 4. Let p = 2 and r ∈ I. Then the dynamical system (Sr(0), f, µ) is ergodic if and
only if |c|2 = β and r = α

2
.

REFERENCES

1. Aliev E.T., Sattarov I.A. p-adic (1,2)-rational dynamical systems with two fixed points on
Cp. Uzbek Mathematical Journal. 2021. V 65, №2. pp.5-14.
2. Rozikov U.A., Sattarov I.A. Dynamical system of the p-adic (2,2)-rational functions with
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PANJARADAGI IKKI ZARRACHALI SISTEMANING BOG’LANGAN
HOLATLARI

Anvarov J.1, Mavlonova H.2
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Javlondragon@gmail.com,
2Navoiy davlat pedagogika instituti, Navoiy, O‘zbekiston
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Panjaradagi ikki zarrachali sistemaning bog‘langan holatlari ko‘plab mualliflar tomonidan
tadqiq qilingan [1-3]. Masalan, [1] ishda ikki zarrachali klaster operatorlarining bog‘langan
holatlari parametrning kichik qiymatlarida o‘rganilgan. Panjarada ikki bozonli sistemaning
bog‘langan holatlari soni [2] ishda, ikki fermionli sistema bog‘langan holatlarining soni esa
[3] ishda to‘la kvaziimpulsiga bog‘liqligi qo‘zg‘alishlar nazariyasi yordamida o‘rganilgan. Uch
o‘lchamli panjarada ikki fermionli sistema Hamiltoniani tashuvchisi

D = {n = (n1, n2, n3) ∈ Z3 : n3 ∈ Z, |n1|+ |n2| ≤ 1}

silindrda bo‘lgan potensial bilan qaralgan bo‘lib [4], H(k) operatorning invariant qism fazolari
topilgan hamda bu qism fazolardagi bog‘langan holatlarga mos energiyaning qiymatlari aniq
hisoblangan.
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Ikki zarrachali sistemaga mos energiya operatori `2((Z2)2) Hilbert fazosida

Ĥ = Ĥ0 − V̂

formula bilan aniqlanadi. Bu yerda Ĥ0 ikki zarrachaning kinetik energiyasiga mos operator
bo‘lib, u quyidagicha aniqlanadi:

Ĥ0 = − 1

2m1

∆1 −
1

2m2

∆2,

bu yerda m1 birinchi zarrachaning, m2 ikkinchi zarrachaning massasi bo‘lib, ularni biz birga
teng deb hisoblaymiz, ya’ni m1 = m2 = 1. ∆1 = ∆⊗ I, va ∆2 = I ⊗∆ bo‘lib, I − `2(Z2) dagi
birlik operator, ∆ esa panjaradagi standart Laplas operatori, ya‘ni

(∆ψ̂)(x) =
2∑
j=1

(f̂(x + ej) + ψ̂(x− ej)− 2ψ̂(x)), ψ̂ ∈ `2(Z2),

bu yerda e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) lar Z2 panjaradagi birlik vektorlar.
Zarrachalarning o‘zaro ta‘sir energiyasi V̂ esa quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

(V̂ ψ̂)(x1, x2) = v̂(x1,−x2)ψ̂(x1, x2), ψ̂ ∈ `2((Z2)
2
).

Potensial v̂ : Z2 → R ga quyidagi shartlar qo‘yiladi:

v̂(n) = v̂(n1, n2) = v̄(|n|), |n| = |n1|+ |n2|, (1)

hamda v(0) > v(1) > 0, v̄(n) = 0, n ≥ 2 deb faraz qilinadi.
Potensial v̂ ga qo‘yilgan (1) shartda Ĥ operator chegaralangan va o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘ladi.
Ĥ operatorning koordinat tasviridan impuls tasviriga Fur‘ye almashtirishi orqali o‘tiladi.

Ikki zarrachali sistema Hamiltoniani H = H0 − V va L2((T2)
2
) fazolar quyidagicha to‘g‘ri

integralga yoyiladi [5],

H =

∫
T2

⊕H̃(k)dk, L2((T2)
2
) =

∫
T2

⊕L2(Fk)dk,

bu yerda
Fk = {(k1,k2) ∈ (T2)

2
: k1 + k2 = k }, k ∈ T2,

k− sistemaning to‘la kvaziimpulsi.
Har bir tayinlangan k ∈ T2 da H̃(k) : L2(Fk) → L2(Fk) operator L2(T2) Hilbert fazosida

aniqlanganH(k) = H0(k)−V operatorga [2] unitar ekvivalent bo‘ladi. Bu yerdaH0(k) operator

εk(p) = 4− cos
k1

2
cos p1 − cos

k2

2
cos p2

funksiyaga ko‘paytirish operatori.
Zarrachalar o‘zaro ta‘sirini ifodalovchi operator V integral operator bo‘lib uning f ∈ L2(T2)

elementga ta‘siri quyidagicha aniqlanadi:

(V f)(p) =
1

2π

∫
T2

v(p− q)f(q)dq.
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Potensial v̂ ga qo‘yilgan (1) shartda v(p) funksiyaning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

v(p) =
1

2π

∑
n∈Z2

v̂(n)ei(n,p) =
1

2π
[v(0) + 2v(1)(cos p1 + cos p2)].

H(k) operatorning xos vektorlari sistemaning bog‘langan holatlari, bu xos vektorga mos
xos son bog’langan holatning energiyasi deyiladi. Shunday ekan biz H(k) operatorning xos
funksiyalari va xos qiymatlari bilan qiziqamiz.

Minimaks prinspidan [5] foydalanib H(k) operator muhim spektridan pastda yotuvchi xos
qiymatlari soni uchun quyidagi tasdiqni isbotlash mumkin.

Teorema. Agar v̄(1) > 2 cos
k1

2
+ 2 cos

k2

2
bo‘lsa, u holda H(k) operator kamida uchta

xos qiymatga ega.
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NUMERICAL RANGE OF THE FRIEDRICHS MODEL

Bahronov B.I.
Bukhara State University, Bukhara, Uzbekistan

b.bahronov@mail.ru

Quadratic forms and their use in linear algebra are quite well known. A natural extension
of these ideas in finite- and infinite-dimensional spaces leads us to the numerical range. When
specialized to finite-dimensional spaces, the numerical range is often called the field of values.
We remark that the numerical range is an important tool in the spectral analysis of bounded
and unbounded linear operators in Hilbert spaces.

Let us state the definition. For a bounded linear operator T on a complex Hilbert space
H, the numerical range W(T ) is the image of the unit sphere of H under the quadratic form
x→ (Tx, x) associated with the operator, where (·, ·) is an inner product on Hilbert space H.
More precisely,

W(T ) := {(Tx, x) : x ∈ H, ‖x‖ = 1}.
Thus the numerical range of an T , like the spectrum, is a subset of the complex plane whose
geometrical properties should say something about that operator. This notion was first studied
by O.Toeplitz in [1]; he proved that the numerical range of a matrix contains all its eigenvalues
and that its boundary is a convex curve. In [2] F.Hausdorff showed that indeed the setW(T ) is
convex. In fact, it turned out that this continues to hold for general bounded linear operators
and that the spectrum is contained in the closure W(T ) (see [3]).
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Let T3 be the three-dimensional torus, the cube (−π, π]3 with appropriately identified sides
equipped with its Haar measure and L2(T3) be the Hilbert space of square integrable (complex)
functions defined on T3.

Let us consider the Hamiltonian (so-called the Friedrichs model) A(µ1, µ2) acting on the
Hilbert space L2(T3)

A(µ1, µ2) := A0 − µ1V1 + µ2V2, (1)

where A0 is the multiplication operator by the function u(·) :

(A0f)(p) = u(p)f(p), f ∈ L2(T3);

and Vα, α = 1, 2 are non-local interaction operators:

(Vαf)(p) = vα(p)

∫
T3

vα(t)f(t)dt, α = 1, 2, f ∈ L2(T3).

Here µα > 0, α = 1, 2 are positive reals, u(·) and vα(·), α = 1, 2 are real-valued continuous
functions on T3. Under these assumptions, operator A(µ1, µ2) defined by (1) is bounded and
self-adjoint in L2(T3).

In addition, we assume that the function u(·) has an unique non-degenerate minimum at
the point p1 ∈ T3 and has an unique non-degenerate maximum at the point p2 ∈ T3, and for
α = 1, 2 the function vα(·) has the continuous partial derivatives up to the third-order inclusive
at some neighborhood of pα ∈ T3.

We set
m1 := min

p∈T3
u(p), m2 := max

p∈T3
u(p),

Iα(z) :=

∫
T3

v2
α(t)dt

u(t)− z
, z ∈ R \ [m1;m2].

Since the function Iα(·) is an increasing in the intervals (−∞;m1) and (m2; +∞), by the
Lebesgue dominated convergence theorem the exist the following finite or infinite limits

I1(m1) = lim
z→m1−0

I1(z), I2(m2) = lim
z→m2+0

I2(z).

The finiteness or infiniteness of the last limits are important in the investigation the presence
of the eigenvalues of A(µ1, µ2) and the conditions under which the numerical range of A(µ1, µ2)
is closed as a set.

In the case |Iα(mα)| <∞, α = 1, 2 we denote

µ0
1 := (I1(m1))−1, µ0

2 := −(I2(m2))−1.

We describe the numerical range W(A(µ0
1, µ

0
2)) of A(µ0

1, µ
0
2) depending on the value of the

function vα(·), α = 1, 2. Our investigations are based on the threshold analysis techniques.
Let supp{vα(·)} be the support of the function vα(·) and mes(Ω) be the Lebesgue measure

on Ω ⊂ T3.
Theorem. Let the condition

mes(supp{v1(·)} ∩ supp{v2(·)}) = 0

be fulfilled. If vα(pα) = 0 for α = 1, 2, then

W(A(µ0
1, µ

0
2)) = [m1;m2](= σ(A(µ0

1, µ
0
2))).
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ESTIMATES FOR THE BOUNDS OF THE ESSENTIAL SPECTRUM OF A
2× 2 OPERATOR MATRIX

Dilmurodov E.B.
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We study the essential spectrum of the 2× 2 operator matrix of the form

Aµ :=

(
A11 µA12

µA∗12 A22

)
, µ > 0

acting in the Hilbert space
H := H1 ⊕H2

with H1 := L2(Td) and H2 := L2
sym((Td)2). Here Td is the d-dimensional torus, the cube

(−π, π]d with appropriately identified sides equipped with its Haar measure and L2
sym((Td)2)

stands for the subspace of L2((Td)2) consisting of symmetric functions (with respect to the two
variables). The matrix entries Aij : Hj → Hi, i ≤ j, i, j = 1, 2, are given by

(A11f1)(k1) = w1(k1)f1(k1), (A12f2)(k1) =

∫
Td

f2(k1, t)dt,

(A22f2)(k1, k2) = w2(k1, k2)f2(k1, k2), fi ∈ Hi, i = 1, 2.

Here µ > 0 is a coupling constant, the functions w1(·) and w2(·, ·) have the form

w1(k1) := ε(k1) + γ, w2(k1, k2) := ε(k1) + ε(
1

2
(k1 + k2)) + ε(k2)

with γ ∈ R and the dispersion function ε(·) is defined by

ε(k1) :=
d∑
i=1

(1− cos k
(i)
1 ), k1 = (k

(1)
1 , . . . , k

(d)
1 ) ∈ Td,

Let H0 := C. To study the spectral properties of the operator Aµ, we introduce the following
auxiliary family of bounded self-adjoint operators (generalized Friedrichs models) Aµ(k), k ∈
Td, which acts in H0 ⊕H1 as 2× 2 operator matrices

Aµ(k) :=

(
A00

µ√
2
A01

µ√
2
A∗01 A11(k)

)
,
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with matrix elements

A00f0 = γf0, (A01f1) =

∫
Td

f1(t)dt,

(A11(k)f1)(k1) = Ek(k1)f1(k1), fi ∈ Hi, i = 0, 1,

where the function Ek(·) is defined by

Ek(k1) := ε(
1

2
(k + k1)) + ε(k1).

To simplify the notation we set

Λµ :=
⋃
k∈Td

(ε(k) + σdisc(Aµ(k))), Σµ := [0; 6d] ∪ Λµ.

Let
amin
µ := min Σµ, amax

µ := max Σµ;

µ0
l (γ) :=

√
γ

(∫
Td

dt

ε(t/2) + ε(t)

)−1/2

for γ > 0;

µ0
r(γ) :=

√
4d− γ

(∫
Td

dt

ε(t/2) + ε(t)

)−1/2

for γ < 4d.

We can now state the detailed information on bounds of the essential spectrum of Aµ for
the case d ≥ 3 with respect to the spectral parameters γ ∈ R and µ > 0 [1]:

Case I. Let γ ≤ 0. Then for any µ > 0 we have

amin
µ = min Λµ ≤ ε(0) + E(l)

µ < 0;

moreover,
• amax

µ = 6d, if µ ∈ (0;µ0
r(γ)];

• amax
µ = max Λµ ≥ ε(π) + E

(r)
µ > 6d, if µ > µ0

r(γ).
Case II. Let γ ∈ (0; 2d]. Then
• amin

µ = 0 and amax
µ = 6d, if µ ∈ (−∞;µ0

l (γ)];
• amin

µ = min Λµ ≤ ε(0) + E
(l)
µ < 0 and amax

µ = 6d, if µ ∈ (µ0
l (γ);µ0

r(γ)];
• amin

µ = min Λµ ≤ ε(0) + E
(l)
µ < 0 and amax

µ = max Λµ ≥ ε(π) + E
(r)
µ > 6d, if µ ∈

(µ0
r(γ); +∞).
Case III. Let γ ∈ (2d; 4d). Then
• amin

µ = 0 and amax
µ = 6d, if µ ∈ (−∞;µ0

r(γ)];
• amin

µ = 0 and amax
µ = max Λµ ≥ ε(π) + E

(r)
µ > 6d, if µ ∈ (µ0

r(γ);µ0
l (γ)];

• amin
µ = min Λµ ≤ ε(0) + E

(l)
µ < 0 and amax

µ = max Λµ ≥ ε(π) + E
(r)
µ > 6d, if µ ∈

(µ0
l (γ); +∞).
Case IV. Let γ ≥ 4d. Then for any µ > 0 we have amax

µ = 6d; moreover,
• amin

µ = 0, if µ ∈ (0;µ0
l (γ)];

• amin
µ = min Λµ ≤ ε(0) + E

(l)
µ < 0, if µ > µ0

l (γ).
All assertions mentioned above play crucial role in the study of the number of discrete

eigenvalues of Aµ lying outside of its essential spectrum.
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PERIODIC GROUND STATES CORRESPONDING TO SUBGROUPS OF
INDEX THREE FOR THE ISING MODEL ON THE CAYLEY TREE OF

ORDER THREE

Egamov D.О.
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The Cayley tree Γk of order k ≥ 1 is an infinite tree, i.e., a graph without cycles, from each
vertex of which exactly k + 1 edges issue(see [1]). Let Γk = (V, L, i) , where V is the set of
vertices of Γk, L is the set of edges of Γk and i is the incidence function associating each edge
l ∈ L with its endpoints x, y ∈ V . If i(l) = {x, y}, then x and y are called nearest neighboring
vertices, and we write l = 〈x, y〉. The distance d(x, y), x, y ∈ V on the Cayley tree is the shortest
path from x to y.

For the fixed x0 ∈ V (as usual, x0 is called a root of the tree) we set

Wn = {x ∈ V | d(x, x0) = n}.

We write x < y if the path from x0 to y goes through x and |x| = d(x, x0), x ∈ V .
It is known that there exists a one-to-one correspondence between the set V of vertices of

the Cayley tree of order k ≥ 1 and the group Gk of the free products of k + 1 cyclic groups
{e, ai}, i = 1, ..., k + 1 of the second order (i.e. a2

i = e, ai 6= e) with generators a1, a2, ..., ak+1.
At first, we give main definitions and facts about the Ising model. We consider models

where the spin takes values in the set Φ = {−1, 1}. For A ⊆ V a spin configuration σA on
A is defined as a function x ∈ A → σA(x) ∈ Φ; the set of all configurations is denoted by
ΩA = ΦA. Put Ω = ΩV , σ = σV and −σA = {−σA(x), x ∈ A}. Define a periodic configuration
as a configuration σ ∈ Ω which is invariant under cosets of a subgroup G∗k ⊂ Gk of finite index.

The index of a subgroup is called the period of the corresponding periodic configuration. A
configuration that is invariant with respect to all cosets is called translation-invariant.

Let Gk/G
∗
k = {H1, ..., Hr} be a family of cosets, where G∗k is a subgroup of index r ≥ 1. We

consider model which its spins take values in the set Φ = {−1, 1}.
The Ising model with competing interactions has the form

H(σ) = J1

∑
〈x,y〉∈L

σ(x)σ(y) + J2

∑
x,y∈V :
d(x,y)=2

σ(x)σ(y),

where J = (J1, J2) ∈ R2 are coupling constants and σ ∈ Ω.
Let M be the set of unit balls with vertices in V . We call the restriction of a configuration

σ to the ball b ∈M a bounded configuration σb.
Define the energy of a ball b for configuration σ by

U(σb) ≡ U(σb, J) =
1

2
J1

∑
〈x,y〉∈L

σ(x)σ(y) + J2

∑
d(x,y)=2

σ(x)σ(y), x, y ∈ b,
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where J = (J1, J2) ∈ R2.
We consider periodic ground states on the Cayley tree of order three, i.e., k = 3. Let

B0 = {3, 4}, Bd = {d}, d ∈ {1, 2}, i.e., mi = i, i ∈ {1, 2}. Now, we consider functions uB1B2 :
{a1, a2, a3, a4} → {e, a1, a2} and γ :< e, a1, a2 >→ {e, a1, a2}

u{B1},{B2}(x) =

{
e, if x = ai, i = 3, 4
ai, if x = ai, i = 1, 2,

γ(x) =


e if x = e
a1 if x ∈ {a1, a2a1}
a2 if x ∈ {a2, a1a2}
γ(aia3−i...γ(aia3−i)) if x = aia3−i...a3−i, l(x) ≥ 3, i = 1, 2
γ(aia3−i...γ(a3−iai)) if x = aia3−i...ai, l(x) ≥ 3, i = 1, 2.

Let H1 := =1
B1B2

(G3) . Then H1 = {x ∈ G3| γ(u B1B2 (x)) = e}. Note that H1 is a subgroup
of index 3 (see[2]).

G3/H1 = {H1, H2, H3}

where

H2 = {x ∈ G3 |γ(uB1B2(x)) = a1}, H3 = {x ∈ G3 |γ(uB1B2(x)) = a2} .

H1-periodic configurations have the following forms

σ(x) =


σ1 x ∈ H1,
σ2 x ∈ H2,
σ3 x ∈ H3,

where σi ∈ Φ, i ∈ {1, 2, 3}.
Note that if σ1 = σ2 = σ3 then this configuration is translation-invariant and the full details

of such configuration are given (see[1]).
Theorem 1. Let k = 3.
1) If (J1, J2) = {(J1, J2) : J2 = −1

2
J1, J1 ≤ 0}, then there are six H1-periodic ground states

which corresponding to the following configurations

σ(x) = ±


σ1 if x ∈ H1,
σ2 if x ∈ H2,
σ3 if x ∈ H3,

where (σ1, σ2, σ3) ∈ {(−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1)}.
2) If (J1, J2) ∈ R2\{(J1, J2) : J2 = −1

2
J1, J1 ≤ 0}, there are not H1-periodic (except for

translation-invariant) ground states.
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THE CANONICAL CENTRAL EXTENSION OF RESTRICTED
PSEUDO-ORTHOGONAL GROUPS
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The main aim of present work is the explicit description of a nontrivial central extension of
the restricted pseudo-orthogonal group O↑+(2, n+ 1) of a scalar product of signature (2, n+ 1).
Our approach was inspired by the method used in [4] to construct nontrivial central extensions of
the real symplectic group Sp(2n,R), such as the circle extension Mpc(2n,R) and the universal
covering group ˜Sp(2n,R) as an extension by Z. This method, in turn, has its origin in the
classical work of Bargmann [1].

For given integers p, q, 1 ≤ p ≤ 2, p < q, let Rp,q denote Rm, m = p + q, with the
nondegenerate scalar product 〈x, y〉 = −x0y0 + (−1)p−1x1y1 +

∑m−1
j=2 xjyj = txGy of signature

(p, q), where x0, . . . , xm−1 denote the coordinates with respect to the standard basis e =
(e0, . . . , em−1) of Rm. Let O↑+(p, q) denote the identity component of the pseudo-orthogonal
group of defined as above.

We construct a canonical central extension Ô↑+(2, n+ 1) of O↑+(2, n+ 1) using the transitive
action of O↑+(2, n + 1) on the irreducible bounded symmetric domain of type IV, regarded as
a homogeneous space of (n + 1) × 2 real matrices [2,3,5]. The group manifold of the central
extension is realized explicitly as an embedded submanifold of the product O↑+(2, n + 1) ×
R and the group multiplication defining the Lie group structure is given by a single global
formula. Moreover, the center of Ô↑+(2, n+ 1) is computed. This is the content of Theorem. As
a byproduct, an explicit realization of the universal covering group of O↑+(2, n+ 1) is obtained.
In the construction of the canonical covering we build a nontrivial central extension Ô↑+(2, n+1)

of the pseudo-orthogonal group O↑+(2, n+ 1) and describe its center Ẑ(2, n+ 1).
Let the classical domain of type IV is denoted by ΩIV, which is the set of (n + 1) × 2 real

matrices defined by ΩIV := {β ∈ R(n+ 1, 2) | I2 − tββ > 0, i.e., I2 − tββ is positive definite} .
For each β = (u v) ∈ ΩIV, where u = t(u1, . . . , un+1), v = t(v1, . . . , vn+1), we let

Bj(β) := t(uj, vj, δ
1
j , . . . , δ

n+1
j ), j = 1, . . . , n+ 1,

j1(β) = t(1, 0, u1, . . . , un+1), j2(β) = t(0, 1, v1, . . . , vn+1).

Consequently, by the Gram–Schmidt process, or by the Iwasawa decomposition, there is a
unique smooth map T : ΩIV → T+(n+ 3) into the group of upper triangular (n+ 3)× (n+ 3)
matrices with positive entries on the main diagonal such that, for each β ∈ ΩIV, P(β) :=
B(β)T(β) belongs to O↑+(2, n+ 1).

The map P : ΩIV 3 β 7−→ P(β) ∈ O↑+(2, n + 1) is a smooth global cross section of π−2 :

O↑+(2, n+ 1)→ ΩIV. Let â, b̂, ĉ, d̂ be the smooth maps defined by

P(β) =

(
â(β) b̂(β)

ĉ(β) d̂(β)

)
, ∀ β ∈ ΩIV.

Moreover, for each t ∈ R, let

ρ(t) = (ρ1(t), ρ2(t)) =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
∈ SO(2).
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Let m, r and R be the smooth maps defined by requiring that

P(β)P(β′) = P(m(β, β′))

(
r(β, β′) 0

0 R(β, β′)

)
, ∀ β, β′ ∈ ΩIV.

Since ΩIV is simply connected, there exists a unique map Θ : ΩIV × ΩIV → R, such that
r(β, β′) = ρ[Θ(β, β′)] and Θ(OIV,OIV) = 0.

Let ψ,Ψ and ζ be the maps defined by requiring that X = P
(
π−2 (X)

) (ψ(X) 0
0 Ψ(X)

)
,

ζ(X,X′) = Θ
(
π−2 (X),Ψ(X) π−2 (X′)ψ(X)−1

)
+ η

(
π−2 (X′), ψ(X)

)
, ∀X,X′ ∈ O↑+(2, n+ 1)

We formulate our main result.

Theorem: The subset of O↑+(2, n+ 1)× R given by

Ô↑+(2, n+ 1) =
{

(X, τ) ∈ O↑+(2, n+ 1)× R | ψ(X) = ρ(τ)
}

is a connected embedded submanifold diffeomorphic to ΩIV×R× SO(n+ 1). The multiplication
(X, τ) ? (X′, τ ′) = (XX′, τ + τ ′+ ζ(X,X′)) gives Ô↑+(2, n+ 1) the structure of a Lie group with
neutral element (In+3, 0) and inverse (X, τ)−1 = (X−1,−τ − ζ(X,X−1)). Moreover, the map
σ : Ô↑+(2, n + 1) 3 (X, τ) 7−→ X ∈ O↑+(2, n + 1) is a covering homomorphism of Lie groups. If
Ẑ(2, n+ 1) denotes the center of Ô↑+(2, n+ 1), then

1. Ẑ(2, n+ 1) = {(I, 2πk) | k ∈ Z} ∼= Z, if n is even;

2. Ẑ(2, n+ 1) =
{

((−1)kI, πk) | k ∈ Z
} ∼= Z2 × Z, if n is odd.
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Let A0 = {4, ..., k + 1}, As = {s}, s ∈ {1, 2, 3}, i.e., mi = i, i ∈ {1, 2, 3}. Now, we consider
functions u{1}{2}{3} : {a1, a2, ..., ak+1} → {e, a1, a2, a3} and γ1 : 〈a1, a2, a3〉 → {e, a1, a2, a3} [2]:

u{1},{2},{3}(x) =

{
e, if x = ai, i = Nk \ {1, 2, 3};

ai, if x = ai, i ∈ {1, 2, 3},
(1)

γ1(x) =



e, if x = e;

a1, if x ∈ {a3a1, a2a3};

a2, if x ∈ {a1a3, a3a2};

a3, if x ∈ {a1a2, a2a1};

γ1(ai1ai2ai3 ...ain−2γ1(ain−1ain)), if

x = ai1ai2ai3 ...ain−2ain−1ain , l(x) > 2.

(2)

Let K∗0 := =1
{1}{2}{3}(Gk), i.e.,

K∗0 = {x ∈ Gk| γ1(u{1}{2}{3}(x)) = e}.

By Theorem 2 in [2], we obtain that K∗0 is a subgroup of index 4 of the group Gk . Put

G2/K
∗
0 = {K∗0 , K∗1 , K∗2 , K∗3},

where
K∗1 = {x ∈ G2| γ(u{1}{2}{3}(x)) = a1},

K∗2 = {x ∈ G2| γ(u{1}{2}{3}(x)) = a2},

K∗3 = {x ∈ G2| γ(u{1}{2}{3}(x)) = a3}.

Then we have

q0(K∗0) := |{a1, a2, ..., ak+1} ∩K∗0 | = |{a4, a5, ..., ak+1}| = k − 2,

q1(K∗0) := |{a1, a2, ..., ak+1} ∩K∗1 | = |{a1}| = 1,

q2(K∗0) := |{a1, a2, ..., ak+1} ∩K∗2 | = |{a2}| = 1,

q3(K∗0) := |{a1, a2, ..., ak+1} ∩K∗3 | = |{a3}| = 1,

Q(K∗0) := (q0(K∗0), q1(K∗0), q2(K∗0), q3(K∗0)) = (k − 2, 1, 1, 1).

Assume that x ∈ K∗1 (the cases x ∈ K∗2 and x ∈ K∗3 are similar), i.e., γ(u{1}{2}{3}(x)) = a1.
Then it is easy to check that

{γ(u{1}{2}(xa1)), γ(u{1}{2}{3}(xa2)), γ(u{1}{2}{3}(xa3))} = {e, a2, a3}.

In addition, we have γ(u{1}{2}{3}(xai)) = a1, i ∈ {4, 5, ..., k + 1}. Consequently,

q0(x) := |{xa1, xa2, ..., xak+1} ∩K∗0 | = 1,

q1(x) := |{xa1, xa2, ..., xak+1} ∩K∗1 | = k − 2,
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q2(x) := |{xa1, xa2, ..., xak+1} ∩K∗2 | = 1,

q3(x) := |{xa1, xa2, ..., xak+1} ∩K∗3 | = 1.

Hence Q(x) = (1, k − 2, 1, 1). Clearly, (see detail in [1,3]) for any x ∈ Gk, there exists a
permutation πx of the coordinates of the vector Q(K0) such that

πxQ(K0) = Q(x). (3)

Let h = (h1, h2, ..., h12) and h
′

= (h
′
1, h

′
2, ..., h

′
12) ∈ R12 then we define the operator W2 :

R12 → R12.

W (h) = h
′ ⇔



h′1 = f(h7, θ) + f(h10, θ);

h′2 = f(h4, θ) + f(h10, θ);

h′3 = f(h7, θ) + f(h4, θ);

h′4 = f(h8, θ) + f(h11, θ);

h′5 = f(h1, θ) + f(h11, θ);

h′6 = f(h1, θ) + f(h8, θ);

h′7 = f(h5, θ) + f(h12, θ);

h′8 = f(h2, θ) + f(h12, θ);

h′9 = f(h2, θ) + f(h5, θ);

h′10 = f(h6, θ) + f(h9, θ);

h′11 = f(h3, θ) + f(h9, θ);

h′12 = f(h3, θ) + f(h6, θ).

(4)

Note that K∗0 is the subgroup of index 4 for the group Gk and the set of quantities h =
{hx, x ∈ Gk} is called K∗0 -weakly periodic, if hx = hi,j, for any x ∈ K∗i , x↓ ∈ K∗j , i, j ∈
{0, 1, 2, 3}. We use the operatorW to studyK∗0 -weakly periodic Gibbs measures for Ising models
on the Cayley tree of order two. Since Q(x) = (1, 0, 1, 1), the cases hx = hi,i, i ∈ {0, 1, 2, 3} are
not occurred. Then K∗0 -weakly periodic set of h has the following form

hx =



h0,1 := h1, x ∈ K∗0 , x↓ ∈ K∗1 ;

h0,2 := h2, x ∈ K∗0 , x↓ ∈ K∗2 ;

h0,3 := h3, x ∈ K∗0 , x↓ ∈ K∗3 ;

h1,0 := h4, x ∈ K∗1 , x↓ ∈ K∗0 ;

h1,2 := h5, x ∈ K∗1 , x↓ ∈ K∗2 ;

h1,3 := h6, x ∈ K∗1 , x↓ ∈ K∗3 ;

h2,0 := h7, x ∈ K∗2 , x↓ ∈ K∗0 ;

h2,1 := h8, x ∈ K∗2 , x↓ ∈ K∗1 ;

h2,3 := h9, x ∈ K∗2 , x↓ ∈ K∗3 ;

h3,0 := h10, x ∈ K∗3 , x↓ ∈ K∗0 ;

h3,1 := h11, x ∈ K∗3 , x↓ ∈ K∗1 ;

h3,2 := h12, x ∈ K∗3 , x↓ ∈ K∗2 ,

(5)



22

where h = (h1, h2, h3, ..., h12), in view of [1] satisfy the following equations:

Wh = h. (6)

To find all solutions of the equation (6) is not so easy. That is why, we solve the equation
on invariant sets on the Cayley tree of order two. It is easy to check that the following sets are
invariant with respect to the operator W .

I1 = {h ∈ R12 : h1 = h2 = h3 = h4 = h5 = h6 = h7 = h8 = h9 = h10 = h11 = h12},

I2 = {h ∈ R12 : h1 = h2 = h11 = h12;h4 = h6 = h7 = h9;h3 = h10;h5 = h8},

I3 = {h ∈ R12 : h1 = h3 = h8 = h9;h4 = h5 = h10 = h12;h2 = h7;h6 = h11},

I4 = {h ∈ R12 : h2 = h3 = h5 = h6;h7 = h8 = h10 = h11;h1 = h4;h9 = h12},

I5 = {h ∈ R12 : h1 = h5 = h7;h2 = h4 = h8;h3 = h6 = h9;h10 = h11 = h12},

I6 = {h ∈ R12 : h1 = h8 = h11;h2 = h9 = h10;h3 = h7 = h12;h4 = h5 = h6},

I7 = {h ∈ R12 : h1 = h6 = h10;h2 = h5 = h12;h3 = h4 = h11;h7 = h8 = h9},

I8 = {h ∈ R12 : h1 = h2 = h3;h4 = h7 = h10;h6 = h8 = h12, h5 = h9 = h11},

I9 = {h ∈ R12 : h1 = h2 = h4 = h5 = h7 = h8;h3 = h6 = h9;h10 = h11 = h12},

I10 = {h ∈ R12 : h1 = h12;h2 = h11;h3 = h10;h4 = h9;h5 = h8;h6 = h7}.
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Parametrning kichik qiymatlarida ikki zarrachali klaster operatorlarining bog‘langan holatlari
paydo bo‘lish tabiati birinchilardan bo‘lib [1] ishda, keyinroq umumiyroq holatda [2] ishda
o‘rganilgan. Panjaradagi ikki zarrachali energiya operatorining invariant qism fazolari [3-5]
ishlarda qaralgan. Biz ushbu ishda energiya operatorining sferik potensial bilan qaraymiz va
uning invariant qism fazolarini o‘rganamiz.
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Ikki zarrachali sistemaga mos energiya operatori (Shryodinger operatori) `2((Z2)2) Hilbert
fazosida Ĥ = Ĥ0+V̂ formula bilan aniqlanadi. Bu yerda Ĥ0 ikki zarrachaning kinetik energiyasiga
mos operator bo‘lib, u quyidagicha aniqlanadi:

Ĥ0 = −1

2
∆⊗ I − 1

2
I ⊗∆,

bunda I − `2(Z2) dagi birlik operator, ∆ esa panjaradagi standart Laplas operatori, ya‘ni

(∆f̂)(x) =
2∑
j=1

(f̂(x+ ej) + f̂(x− ej)− 2f̂(x)), f̂ ∈ `2(Z2),

bu yerda e1 = (1, 0) , e2 = (0, 1) lar Z2 panjaradagi birlik vektorlar.
Zarrachalarning o‘zaro ta‘sir energiyasi V̂ esa quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

(V̂ f̂)(x1, x2) = v̂(x1,−x2)f̂(x1, x2), f̂ ∈ `2((Z2)
2
).

Potensial v̂ : Z2 → R ga quyidagi shartlar qo‘yiladi:

v̂ (x1, x2) = v (|x|) , |x| = |x1|+ |x2| ,

v (0) > v (1) > v (2) > 0, v̂ (n) = 0, n ≥ 3. (1)

1-ta‘rif. Agar v̂ funksiya Sr = {x ∈ Z2 : |x| = r} sferada bitta qiymat qabul qilsa, u holda
v̂ ga sferik potensial deyiladi.

Potensial v̂ ga qo‘yilgan (1) shartda Ĥ operator chegaralangan va o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘ladi.
Ĥ operatorning impuls fazodagi tasvirini H orqali belgilaymiz. Bu operator L2((T2)

2
) Hilbert

fazosini o‘zini-o‘ziga akslantiruvchi o‘z-o‘ziga qo‘shma operator bo‘ladi.
Ma‘lumki H operator va L2((T2)

2
) fazo Fon Neymanning to‘g‘ri integraliga yoyiladi, ya‘ni

H =

∫
T2

⊕H̃(k)dk, L2((T2)
2
) =

∫
T2

⊕L2(Fk)dk,

bu yerda Fk = {(p, q) ∈ (T2)
2

: p+ q = k}, k−sistemaning to‘la kvaziimpulsi.
Har bir k ∈ T2 da H̃ (k) : L2 (Fk) → L2 (Fk) operatorlar H (k) : L2 (T2) → L2 (T2)

operatorlarga unitar ekvivalent bo‘ladi [4]:

H(k) = H0(k)− V.

Bu yerda H0 (k) va V operatorlarning f ∈ L2 (T2) elementga ta‘siri quyidagicha aniqlanadi:

(H0(k)f)(p) = (ε(
k

2
− p) + ε(

k

2
+ p))f(p), ε(p) = 2− cos p1 − cos p2,

(V f)(p) =
1

2π

∫
T2

v(p− q)f(q)dq, v(p) =
1

2π

∑
n∈Z2

v̂(n)ei(n,p).

Potensial v̂ ga qo‘yilgan (1) shartda v(p) funksiyaning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

v(p) =
1

2π

[
v̄(0) + 2v̄(2)(cos(p1 + p2) + cos(p1 − p2)) +

2∑
i=1

v̄(1) cos pi + v̄(2) cos 2pi

]
.
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H0(k) operatorlar chegaralangan va o‘z-o‘ziga qo‘shma, V esa o‘z-o‘ziga qo‘shma, kompakt
operator bo‘ladi.

Lemma. V operator uchun λ1 = 0 soni cheksiz karrali, λ2 = v (0) soni bir karrali, λ3 = v (1)
soni to‘rt karrali, λ4 = v (2) soni esa sakkiz karrali xos qiymat bo‘ladi.

Agar biz L2(T2) dagi juft funksiyalardan tashkil topgan qism fazoni Le2(T2) bilan, toq
funksiyalardan tashkil topgan qism fazoni Lo2(T2) bilan belgilasak, u holda L2(T2) Hilbert fazosi
quyidagi to‘g‘ri yig‘indiga yoyiladi:

L2

(
T2
)

= Le2
(
T2
)
⊕ Lo2

(
T2
)
,

o‘z navbatida Le2 (T2) va Lo2 (T2) fazolarni quyidagicha to‘g‘ri yig‘indi ko‘rinishida tasvirlash
mumkin.

Le2
(
T2
)

= L++
2

(
T2
)
⊕ L−−2

(
T2
)
, Lo2

(
T2
)

= L+−
2

(
T2
)
⊕ L−+

2

(
T2
)
.

L++
2 (T2) qism fazo har ikkala argument bo‘yicha juft funksiyalardan, L+−

2 (T2) qism fazo esa
birinchi argument bo‘yicha juft, ikkinchi argument bo‘yicha toq funksiyalardan tashkil topgan
qism fazo.

Teorema. L++
2 (T2) , L−−2 (T2) , L+−

2 (T2) , L−+
2 (T2) qism fazolar H (k) operatorga nisbatan

invariant qism fazolar bo‘ladi.
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Introduction.
Defintion 1. An oscillatory integral is called to be the integral of the form:

J(t, s) :=

∫
Rd
a(x, s)eitΦ(x,s)dx,

where a ∈ C∞0 (Rd×Rm) is called to be an amplutude function, Φ ∈ C∞(Rd×Rm) is a real-value
smooth function called a phase function and t is a real parameter.
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Defintion 2. Let K ⊂ Rm be a set. A uniform estimate for the oscillatory integral J(t, s)
is called to be the bound of the form:

|J(t, s)| ≤M(a, t),

where s ∈ K and M is a function which does not depend on s.
Uniform estimates for oscillatory integrals had been considered in many papers, including

paper by Van der Corpute (1923), Vinogradov I.M. (1931), Duistermaat J.J. (1974), Karpushkin
V. N. (1981-1984), Phong D.H., Stein E.E., Strum D. (1999), Popov D.A. (2008). In this talk,
we consider uniform estimates for oscillatory integrals with smooth phases.

Uniform estimates for oscillatory integrals, called dispersive estimates have a few motiva-
tion. Dispersive estimates play a crucial role in the study of evolution equations. Proving such
estimates often boils down to establishing decay estimates for the L∞ norm of the solution at
time t in terms of the l1 norm of its initial data. It is by now well-established that the l1 → L∞

decay estimates give rise to a whole family of mixed space-time norm estimates, called Strichartz
estimates. For the continuous Klein-Gordon equation such estimates have been established e.g.
by Brenner, Pecher and Ginibre and Velo (see [1] and [2]). In this talk, we mainly pay attention
to the cases 2 ≤ d ≤ 4.

Discrete Klein–Gordon equation (DKG).
Consider the Cauchy problem for the DKG:{

utt(t, x)−∆xu(t, x) + u(t, x) = F (t, x), (t, x) ∈ R× Zd,
u(0, x) = f(x), ut(0, x) = g(x),

(1)

where ∆x is the discrete Laplacian,

∆xu(t, x) =
∑
|x−y|=1

u(y, t)− 2du(t, x).

For the plane waves eξ(x) = eix·ξ we have (1−∆x)eξ(x) = ω(ξ)2eξ(x), where ω : T d → R is the
dispersion relation, given by

ω(ξ) :=

√√√√1 +
d∑
j=1

2(1− cos(ξj)).

We will identify the torus T d = (R/(2πZ)d with the fundamental domain [0, 2π]d. The
solution to (1) is given (for sufficiently regular data f, g, F ) by Duhamel’s formula,

u(t, x) = cos(t
√
1−∆x)f(x) +

sin(t
√
1−∆x)√

1−∆x

g(x)

+

∫ t

0

sin((t− s)
√
1−∆x)√

1−∆x

F (s, x)ds.

Decay estimates.
The solution u(t, x) is thus a sum of oscillatory integrals of the form

I(t, x) :=

∫
[0,2π]d

ei(x·ξ−tω(ξ))a(ξ)dξ, (2)
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where a : [0, 2π]d → C is a smooth function; in fact, a(ξ) = 1 or a(ξ) = ω(ξ)−1. We will be
interested in obtaining time decay estimates on I(t, x), uniformly in x ∈ Zd. In other words, we
want to find (the largest possible) σ > 0 such that

‖I(t, ·)‖l∞(Zd) ≤ C(1 + |t|)−σ, t ∈ R,

for some constant C independent of t.
The following theorem is our main result.
Theorem. For the oscillatory integrals (2) the following estimates hold for all t ∈ R:

‖I(t, ·)‖l∞(Z2) ≤ C(1 + |t|)− 3
4 ,

‖I(t, ·)‖l∞(Z3) ≤ C(1 + |t|)− 7
6 ,

‖I(t, ·)‖l∞(Z4) ≤ C(1 + |t|)− 3
2 log(2 + |t|),

where C is a constant independent of t.
A proof of the Theorem is based on result of the monograph [3].
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Let E = {1, . . . ,m} be a finite set and the set of all probability distributions on the set E

Sm−1 = {x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm : xi ≥ 0,
m∑
i=1

xi = 1}

the (m− 1)-dimensional simplex.
A cubic stochastic operator (CSO) is a mapping W : Sm−1 → Sm−1 of the form

W : x′l =
∑
i,j,k∈E

pijk,lxixjxk, l ∈ E, (1)

where pijk,l are the coefficients of heredity such that

pijk,l ≥ 0,
∑
l∈E

pijk,l = 1, (2)
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and the coefficients pijk,l do not change for any permutation of i, j and k (see [1,2]).

A Volterra CSO is defined by (1),(2) and by the additional assumption pijk,l = 0, l /∈ {i, j, k}.
In [2] by authors constrained Volterra CSOs with additional condition pijk,k = 1/3, i 6=

k, j 6= k was investigated. A point x ∈ Sm−1 is called a fixed point of W if W (x) = x and
we denote the set of all fixed points by Fix (W ). We note that if ω

(
x(0)
)
consists of a single

point, then the trajectory converges to this point, as it is a fixed point of the operator W .
Therefore the fixed points of a nonlinear operator describe a limit or long-run behaviour of the
trajectories for any initial point.

Let DW (x∗) =
(
∂Wi/∂xj(x

∗)
)m
i,j=1

be the Jacobian of W at the point x∗.

A fixed point x∗ is called hyperbolic if its Jacobian DW (x∗) has no eigenvalues on the unit
sphere.

A hyperbolic fixed point x∗ is called: (i) attracting if all the eigenvalues of the Jacobian
DW (x∗) are inside the unit ball; (ii) repelling if all the eigenvalues of the Jacobian DW (x∗)
are outside the unit ball; (iii) a saddle otherwise.

A CSO W is called regular if for any initial point x ∈ Sm−1, the limit lim
n→∞

W n (x) exits.
Let the set ∂Sm−1 = {x ∈ Sm−1 : xi = 0 for at least one i ∈ E} be the boundary of the

simplex Sm−1; the set intSm−1 = {x ∈ Sm−1 : x1x2 · · ·xm > 0} the interior of Sm−1; the set
Muv = {x ∈ Sm−1 : xu = xv}, u, v ∈ E, a median of the simplex; the set Γτ = {x ∈ Sm−1 : xi =
0, i ∈ τ ⊂ E} a face of the simplex Sm−1 and ei = (δ1i, δ2i, . . . , δni) ∈ Sm−1, i = 1, . . . , n, the
vertices of the simplex Sm−1, where δij is the Kronecker delta.

Consider the following cubic stochastic operator defined on the S2

W :


x′1 = x1(x2

1 + 3x1x2 + 3x1x3 + 3x2x3)
x′2 = x2(x2

2 + 3x1x2 + 3x2x3 + 1.5x1x3)
x′3 = x3(x2

3 + 3x1x3 + 3x2x3 + 1.5x1x2).
(3)

Note that the operator (3) is a Volterra CSO.
Theorem. For the CSO W (3) the following statements are true:

(i) The faces Γ{i}, i = 1, 2, 3 and M> = {x ∈ S2 : x2 > x3}, M< = {x ∈ S2 : x2 < x3} are
invariant sets and the median M= = {x ∈ S2 : x2 = x3} is a invariant set;
(ii) Fix (W ) = {e1, e2, e3, c1, c2, c3,x

∗}, where c1 = (0, 1/2, 1/2) , c2 = (1/2, 0, 1/2) , c3 =
(1/2, 1/2, 0) ,
x∗ = (1/5, 2/5, 2/5);
(iii) e1, e2, e3 are attracting points, c1, c2, c3 are saddle points, x∗ is a repelling point;
(iv) if x(0)

2 > 1/2 (resp. x(0)
3 > 1/2 ) then lim

n→∞
W n

(
x(0)
)

= e2 ( resp. lim
n→∞

W n
(
x(0)
)

= e3) for

any x(0) ∈ Γ{1} \ {c1};
(v) if x(0)

1 > 1/2 (resp. x(0)
3 > 1/2 ) then lim

n→∞
W n

(
x(0)
)

= e1 ( resp. lim
n→∞

W n
(
x(0)
)

= e3) for

any x(0) ∈ Γ{2} \ {c2};
(vi) if x(0)

1 > 1/2 (resp. x(0)
2 > 1/2 ) then lim

n→∞
W n

(
x(0)
)

= e1 ( resp. lim
n→∞

W n
(
x(0)
)

= e2) for

any x(0) ∈ Γ{3} \ {c3};
(vii) lim

n→∞
W n

(
x(0)
)

= e1 for any x(0) ∈ (intS2 ∩M=) \ {x∗};
(viii) lim

n→∞
W n

(
x(0)
)

= e2 for any x(0) ∈ (intS2 ∩M>) \ {x∗};
(ix) lim

n→∞
W n

(
x(0)
)

= e3 for any x(0) ∈ (intS2 ∩M<) \ {x∗}.
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On the two-dimensional simplex

S2 =
{
x = (x1, x2, x3) ∈ R3 : x1, x2, x3 ≥ 0, x1 + x2 + x3 = 1

}
we consider a strictly non-Volterra quadratic stochastic operator V : S2 → S2 which is defined
by formula

V :


x′1 = αx2

2 + cx2
3 + 2x2x3,

x′2 = ax2
1 + dx2

3 + 2x1x3,

x′3 = bx2
1 + βx2

2 + 2x1x2,

(1)

where α, β, a, b, c, d ≥ 0, α + β = a+ b = c+ d = 1.
The trajectory

{
x(n), n = 0, 1, 2, . . .

}
of the quadratic operator V for an initial value x(0) ∈

S2 is defined by
x(n+1) = V

(
x(n)

)
= V n+1

(
x(0)
)
, n = 0, 1, 2, . . . (2)

The set of limit points of the trajectory (2) is denoted by ω
(
x(0)
)
. A solution of the equation

V (x) = x is called a fixed point of V . In [1] it is proved that the operator (1) has a unique
fixed point on the S2 and ω

(
x(0)
)
either a finite set or an infinite set. Note that it is proved

the existence of the unique fixed point but not find its form.
Denote

C =
17c2 − (4

√
5− 60)c+ 48

4(1 + c) + 2
√

5(c− 2)
.

Theorem. If α = b = 0, c, d > 0, c + d = 1 then the strictly non-Volterra quadratic
stochastic operator (1) has a unique fixed point x∗ = (x∗1, x

∗
2, x
∗
3) ∈ S2, where

x∗1 =
1

2(4− c)
·
(
C +

√
C2 + 4(1− c)(1 + c+ 2

√
5)

)
,

x∗2 =
−2x∗1 − 1 +

√
4 (x∗1)2 + 5

2
,

x∗3 =
−2x∗1 − 1 +

√
4c (x∗1)2 + 4cx∗1 − 4c+ 5

2(1− c)
.
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KVADRATIK STOXASISTIK OPERATORNING UZLUKSIZ VAQTLI
ANALOGI
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Kvadratik stoxastik operatorlarning traektoriyalarining holatini (ya’ni takrorlanishlar ketma-
ketligini) o’rganish muammosi birinchi bo’lib S. Ulam va uning safdoshlari [1]-[2] asarlarida
uchraydi. Shuningdek, bir qator ilmiy izlanishlarda kompyuter yordamida ikki o’lchovli S2

simpleksda berilgan har xil tipdagi kvadratik stoxastik operatorlarning traek-toriyalarining sonli
tahlili o’tkazilgan. Keyinchalik S. Ulam va uning xamkasblarining izlanishlari Sn−1 simpleksidagi
kvadratik stoxastik operatorlarni o’rganish uchun zarur bo’ladigan Lipshist konstantalarini
baholashga bag’ishlangan.

Kvadratik stoxasistik operatorning uzluksiz vaqtli analogi quyidagi ko’rinishga ega:
ẋ0(t) = 1

2
x2

1(t) + 1
2
x2

2(t) + 2x1(t)x2(t)− x0(t)
ẋ1(t) = 1

2
x2

0(t) + 1
2
x2

2(t) + 2x0(t)x2(t)− x1(t)
ẋ2(t) = 1

2
x2

0(t) + 1
2
x2

1(t) + 2x0(t)x1(t)− x2(t)
(1)

bunda x(t) = (x0(t), x1(t), x2(t)), t > 0 biror (biologik) sistemaning holati bo’lib, quyidagi
tenglik bajarilsin

x0(t) + x1(t) + x2(t) = 1.

Tasdiq.M
(

1
3
, 1

3
, 1

3

)
nuqta atrofda chiziqlashtirilgan (1) sistemaning yechimi ushbu ko’rinishda

bo’ladi. 
x0 = 1

3
− (C0 + C1)e−2t

x1 = 1
3

+ C0e
−2t

x2 = 1
3

+ C1e
−2t
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Faraz qilaylik, T3 = (−π, π]3 uch o’lchamli tor, L2(T3)- kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalarning
Hilbert fazosi hamda L2,t(T3) ⊂ L2(T)3 toq funksiyalardan tuzilgan qism fazosi bo’lsin.Hµ(k), k ∈
T3 ikki zarrachali diskret Shredinger operatorini L2,t(T3) Hilbert fazosida quyidagi formula
yordamida aniqlaymiz:

Hµ(k) = H0(k)− Vµ, k ∈ T3.

H0 operator L2,t(T3) = {ϕ ∈ L2(T3) : ϕ(−q) = −ϕ(q)} fazoda quyidagicha aniqlanadi:

(H0(k)ϕ)(q) = εk(q)ϕ(q), ϕ ∈ L2,t(T3),

bu yerda

εk(q) = 2
3∑
j=1

(1− cos
k(j)

2
cos q(j)), q = (q(1), q(2), q(3)) ∈ T3.

Qo’zg’alish operatori quyidagi formula orqali aniqlanadi:

(Vµϕ)(p) =
3∑
j=1

µj sin q(j)

∫
T3

sin t(j)ϕ(t)η(dt), ϕ ∈ L2,t(T3),

µ = (µ1, µ2, µ3) ∈ R3
+.

H0(k) operator funksiyaga ko’paytirish operatori va qo’zg’alish operatori Vµ kompakt ekanligidan
muhim spektr turg’unligi haqidagi Weyl teoremasiga ko’ra

σess(Hµ(k)) = σess(H0(k)) = [εmin(k), εmax(k)]

munosabat o’rinli bo’ladi. Bu yerda

εmin(k) = min
q∈T3

εk(q) = 2
3∑
j=1

(1− cos
k(j)

2
); εmax(k) = max

q∈T3
εk(q) = 2

3∑
j=1

(1 + cos
k(j)

2
).

Faraz qilaylik,

µi(k) =

∫
T3

sin2(q(i))

εk(q)− εmin(k)
dq

−1

, i = 1, 2, 3

bo’lsin.
Quyidagi to’plamlarni kiritamiz:

G00
µ (k) := {k ∈ T3 : µi(k) > µi, i = 1, 2, 3};

G01
µ (k) := {k ∈ T3 : µi(k) = µi, µj(k) > µj, µs(k) > µs,

i, j, s = 1, 2, 3, i 6= j 6= s};
G02
µ (k) := {k ∈ T3 : µi(k) = µi, µj(k) = µj, µs(k) > µs,

i, j, s = 1, 2, 3, i 6= j 6= s};
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G03
µ (k) := {k ∈ T3 : µi(k) = µi, i,= 1, 2, 3};

G10
µ (k) := {k ∈ T3 : µi(k) < µi, µj(k) > µj, µs(k) > µs,

i, j, s = 1, 2, 3, i 6= j 6= s};

G11
µ (k) := {k ∈ T3 : µi(k) < µi, µj(k) = µj, µs(k) > µs,

i, j, s = 1, 2, 3, i 6= j 6= s};
G12
µ (k) := {k ∈ T3 : µi(k) < µi, µj(k) = µj, µs(k) = µs,

i, j, s = 1, 2, 3, i 6= j 6= s};

G20
µ (k) := {k ∈ T3 : µi(k) < µi, µj(k) < µj, µs(k) > µs,

i, j, s = 1, 2, 3, i 6= j 6= s};
G21
µ (k) := {k ∈ T3 : µi(k) < µi, µj(k) < µj, µs(k) = µs,

i, j, s = 1, 2, 3, i 6= j 6= s};
G30
µ (k) := {k ∈ T3 : µi(k) < µi, i = 1, 2, 3}.

T3 =
3⋃

i,j=0,i+j≤3

Gij
µ (k), ∀µ ∈ R3

+.

Teorema 1.1. Agar k ∈ G00
µ (k) bo’lsa, u holda Hµ(k) operator εmin(k)dan chapda xos

qiymatga ega emas.
2. Agar k ∈ G0j

µ (k), j = 1, 2, 3, bo’lsa, u holda Hµ(k) operator uchun εmin(k) -j karrali xos
qiymat bo’ladi va Hµ(k) operator εmin(k)dan chapda xos qiymatga ega emas.

3. Agar k ∈ Gij
µ (k), i, j = 1, 2, 3, i + j ≤ 3 bo’lsa, u holda Hµ(k) operator uchun εmin(k) i

karrali xos qiymat bo’ladi va Hµ(k) operator εmin(k)dan chapda j ta xos qiymatga ega.
4. Agar k ∈ Gi0

µ (k), i = 1, 2, 3, bo’lsa, u holda Hµ(k) operator εmin(k)dan chapda i ta xos
qiymatga ega.
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We consider the simplex of idempotent measures on In (see [1],[2]), where

In = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn
max : max

1≤i≤n
xi = 0} =

= {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn
max : x1 ⊕ x2 ⊕ ...⊕ xn = 1}

and consider quadratic maps of In to itself.
We describe quadratic operators and their dynamical systems by using formula yk =

∑n
i,j=1 pki,jxixj.

In this case we shall find i− th element of In by using all elements of i− th row of each matrix
of the cubic matrix P = (pki,j)

n
k,i,j=1.

The following theorem describes quadratic operators which map In to itself. For a cubic
matrix P = (pki,j)

n
k,i,j=1 a fixed j ∈ {1, 2, ..., n} the matrix (pki,j)

n
k,i,j=1 is called the j-th matrix.

Theorem 1. A quadratic operator P = (pki,j)
n
k,i,j=1 with pki,j ≤ 0 maps In to itself with

formula yk =
∑n

i,j=1 pki,jxixj if and only if it satisfies one of following conditions:
i) For each k-th (k ≤ n) row of the cubic matrix P = (pki,j)

n
i,j,k=1 there exists mk ≤ n such

that all of the elements k-th (k ≤ n) row are zero except elements pkmk,j and pkj,mk , where
mk 6= mq if k 6= q, i = 1, n, j = 1, n, k = 1, n;

ii) Cubic matrix P = (pki,j)
n
i,j,k=1 has at least one zero row, i.e. ∃m ≤ n such that all of

elements of m-th row of the cubic matrix consists of only zeroes, e.g. pmi,j = 0, where i = 1, n,
j = 1, n.

Theorem 1 can be proved analogously to the Theorem 2.1 in [4].
Denote

P(n;m1,m2,...mn) = (pki,j)
n
i,j,k=1 , (1)

where n is the order of the cubic matrix and mk is the number mentioned in Theorem 1 which
corresponds to the k−th row, mk ≤ n, mk 6= mq, k 6= q.

In (1) we can see that there are n! possible cases. It is not easy to analyze all cases, therefore,
we consider particular cases. Due to (1) set:

A = {k ∈ {1, ..., n} | mk = k} . (2)

From (1) and (2) we get
if n = 2 then for the operator P : I2 → I2 two cases arise:
1) |A| = 2 if P(2;1,2);
2) |A| = 0 if P(2;2,1).
Recall that fixed points of P : In → In are solutions to P (x) = x. Denote by Fix (P ) the

set of all fixed point of P .
Theorem 2. Let n = 2. If Theorem 1 is satisfied, then Fix (P ) has the following form:

Fix(P ) =


(

1
p11,1

, 0
)

if |A| = 1 and p11,1 6= 0;(
0, 1

p22,2

)
if |A| = 1 and p22,2 6= 0;

(0, 0) otherwise.

(3)

When we map the non-fixed points by using quadratic operators they will change their
coordinates. We should find the solution of the following limiting:

lim
m→∞

Pm (x) = lim
m→∞

P (P (P (... (P (x)) ...))) . (4)
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Definition 1.(see [3]) Suppose x0 is a fixed point for F (x). Then x0 is an attracting fixed
point if |F ′ (x0)| < 1. The fixed point x0 is a repelling fixed point if |F ′ (x0)| > 1. Finally, if
|F ′ (x0)| = 1, the fixed point called neutral or indifferent.

In the case n = 2, we get the following system for the quadratic operator P(2;1,2):

P(2;1,2) (x) = x⇒
{
x1 = p11,1x

2
1 + (p12,1 + p11,2)x1x2,

x2 = p22,2x
2
2 + (p22,1 + p21,2)x1x2.

We know that at least one of these elements is zero. There arise following cases:
Case 1. Let x1 ≤ 0, x2 = 0 then we get one-dimensional function P (x1) = p11,1x

2
1. Solving

the equation P (x) = x, we obtain x1 = 0 and x1 = 1
p11,1

(p11,1 6= 0), hence the fixed points are

(0, 0) and
(

1
p11,1

, 0
)
. Derivative of the function P (x1) = p11,1x

2
1 is

P ′ (x1) = 2p11,1x1.

1.1) Since |P ′ (x1)| = |2 · p11,1x1| =
∣∣∣2 · p11,1 · 1

p11,1

∣∣∣ = 2 > 1 the fixed point x1 = 1
p11,1

(p11,1 6= 0) is a repelling fixed point of P (x1) = p11,1x
2
1.

1.2) The fixed point x1 = 0 is an attracting fixed point of P (x1) = p11,1x
2
1 since |P ′ (x1)| =

|2 · p11,1x1| = |2 · p11,1 · 0| = 0 < 1.
Case 2. Let x1 = 0, x2 ≤ 0 then we get one-dimensional function P (x2) = p22,2x

2
2. We

calculate this case analogical method which given in Case 1. Then we get following results:
2.1) The fixed point x2 = 1

p22,2
(p22,2 6= 0) is a repelling fixed point of P (x2) = p22,2x

2
2.

2.2) The fixed point x2 = 0 is an attracting fixed point of P (x2) = p22,2x
2
2 .
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In this thesis we investigate the spectral properties of the perturbed discrete biharmonic
operator

ĥµ := ∆̂∆̂− µv̂, µ ∈ R,

in the two-dimensional lattice Z2, where ∆̂ is the discrete Laplacian and v̂ is of zero-range.
From a mathematical point of view, a discrete bilaplacian is a discrete SchrГџdinger operator
with a degenerate lower threshold.
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The spectral properties of discrete Schrödinger operators with non-degenerate bottom, in
particular with discrete Laplacian, have been extensively studied in recent years (see e.g. [1],[2])
because of their applications in the theory of ultracold atoms in optical lattices [2],[3]. In
particular, it is well-known that the existence of the discrete spectrum is strongly connected to
the threshold phenomenon [4],[5].

In this thesis we study the threshold phenomenon for ĥµ.
Let Z2 be the two-dimensional lattice and `2(Z2) be the Hilbert space of square-summable

functions on Z2. Consider the family

ĥµ := ĥ0 − µv̂, µ ≥ 0,

of self-adjoint bounded operators in `2(Z2). Here ĥ0 := ∆̂∆̂ is discrete bilaplacian, where

∆̂f(x) =
1

2

∑
|s|=1

[f(x)− f(x+ s)], f ∈ `2(Z2),

is the discrete Laplacian, and v̂ is a zero-range operator

v̂f̂(x) = δ̂x0f̂(x),

where

δ̂x0 =

{
1 x = 0,

0 x 6= 0

is the Kronecker delta-function in Z2.
Let T2 be the two-dimensional torus equipped with the Haar measure and L2(T2) be the

Hilbert space of square-integrable functions on T2.
By F we denote the the standard Fourier transform

F : `2(Z2)→ L2(T2), F f̂(p) =
1

2π

∑
x∈Z2

f̂(x)eix·p,

where

x · p :=
2∑
i=1

xipi, x = (x1, x2) ∈ Z2, p = (p1, p2) ∈ T2.

Recall that σ(∆̂) = σess(∆̂) = [0, 4] (see e.g. [1]). Hence, σ(ĥ0) = σess(ĥ0) = [0, 16], and by the
compactness of v̂ and Weyl’s Theorem,

σess(ĥµ) = σess(ĥ0) = [0, 16]

for any µ > 0.
Let

e(q) :=
( 2∑
i=1

(1− cos qi)
)2

.

Now we study the asymptotics of e(µ) as µ↘ 0.
Theorem. For any µ ∈ (0,+∞) the equality σdisc(ĥµ) = {e(µ)} holds for the discrete

spectrum of ĥµ. Moreover, for sufficiently small positive µ the expansion

(−e(µ))1/2 = π2 µ+
∑

n+m≥1,n,m≥0

c2,nmµ
n+1(−µ lnµ)m

holds, where {c2,nm} are some real coefficients.
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The present paper is a continuation of [3], where we have started to investigate chaotic behavior
of the Potts-Bethe mapping over the p-adic field (Qp). Note that the mapping is governed by

fθ,q,k(x) =

(
θx+ q − 1

x+ θ + q − 2

)k
, (1)

where k, q ∈ N and |θ − 1|p < 1. In [3] we have considered the case when q is not divisible
by p, i.e. |q|p = 1. In that setting, under some conditions we were able to prove that fθ,q,k is
conjugate to the full shift on κp symbols (here κp is the greatest common factor of k and p−1).
In the current paper, we are going to study the same Potts-Bethe mapping when q is divisible
by p, i.e. |q|p < 1. It is known that the thermodynamic behavior of the central site of the Potts
model with nearest-neighbor interactions on a Cayley tree is reduced to the recursive system
which is given by (1).

It is easy to notice that the function (1) is defined on Qp \ {x(∞)}, where x(∞) = 2− q − θ.
For the sake of convenience, we write Dom(fθ,q,k) := Qp \ {x(∞)}. Let us denote

Px(∞) =
∞⋃
n=1

f−nθ,q,k(x
(∞)).

One can see that the set Px(∞) is at most countable, and could be empty for some k, q and
θ. If it is not empty, then for any x0 ∈ Px(∞) there exists an n ≥ 1 such that after n-times we
will “lost" that point.

For a given mapping f on Qp we denote by Fix(f) the set of all fixed points of f , i.e.

Fix(f) = {x ∈ Qp : f(x) = x}.

Let f be an analytic function and x(0) ∈ Fix(f). We define

λ =
d

dx
f(x(0)).
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The fixed point x(0) is called attractive if 0 < |λ|p < 1, indifferent if |λ|p = 1, and repelling if
|λ|p > 1.

For an attractive fixed point x(0) of f , its basin of attraction is defined by

A(x(0)) = {x ∈ Qp : lim
n→∞

fn(x) = x(0)}

where fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n

.

The main result of the present paper is given in the following theorem.
Theorem. Let p ≥ 3, k ≥ 2, |q|p < 1, |θ−1|p < 1 and x∗0 = 1. Then the dynamical structure

of the system (Qp, fθ,q,k) is described as follows:
(A). If |k|p ≤ |q + θ − 1|p then Fix(fθ,q,k) = {x∗0} and

A(x∗0) = Dom(fθ,q,k).

(B). Assume that |k|p > |q + θ − 1|p and |θ − 1|p < |q|2p. Then there exists a non empty set
Jfθ,q,k ⊂ Dom(fθ,q,k) \ Px(∞) which is invariant with respect to fθ,q,k and

A(x∗0) = Dom(fθ,q,k) \
(
Px(∞) ∪ Jfθ,q,k

)
.

Moreover, if κp is the GCF (greatest common factor) of k and p − 1, then the followings
hold:

(B1). if κp = 1 then there exists x∗ ∈ Fix(fθ,q,k) such that x∗ 6= x∗0 and Jfθ,q,k = {x∗};
(B2). if κp ≥ 2 then (Jfθ,q,k , fθ,q,k, | · |p) is topologically conjugate to the full shift dynamics

on κp symbols.
It is worth pointing out that, in the present paper, the condition |θ − 1|p < |q|2p is assumed

to get essential estimations and calculations to prove the main result. The results of a recent
paper [1] show that such condition could be loosen to |θ − 1|p < |q|p, but only for the case
k = 3 where explicit expressions of the fixed points of the function fθ,q,k have essentially been
used to get more exact estimations. However, in this paper, we are able to prove the chaoticity
of the Potts-Bethe mapping for arbitrary values of k, (under the condition |θ − 1|p < |q|2p)
and moreover, we are not even using the existence of the fixed points. Once we have proved
that the Potts-Bethe mapping is conjugate to a full shift, then one concludes the existence of
the fixed points. Roughly speaking, we are constructing (explicitly) a Markov partition of the
mapping (1) which allows us to prove the main result of the current paper. On the other hand,
the results of [3] indicate that the choaticity of the function (1) could be obtained even in the
case of |q|2 ≤ |θ−1|p < |q|p, but it will a topic for another work. Here, it is better to emphasize
that the results are valid when p ≥ 3. The case p = 2 is considered pathological in the p-adic
analysis (see for example [2]). Indeed, in [1] it was established that when p = 2 and k = 3 the
function (1) does not have chaotic behavior. For general values of k, due to huge calculations,
and a lots of technical issues, this case could be investigated elsewhere.
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DYNAMICS OF I +Bb ON c0(N)
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Let X and Y be topological vector spaces over non-Archimedean valued field K. By L(X, Y ) we
denote the set of all continuous linear operators from X to Y . If X = Y then L(X, Y ) is denoted
by L(X). In what follows, we use the following terminology: T is a linear continuous operator
on X means that T ∈ L(X). The T -orbit of a vector x ∈ X, for some operator T ∈ L(X), is
the set

O(x, T ) := {T n(x);n ∈ Z+}.
An operator T ∈ L(X) is called hypercyclic if there exists some vector x ∈ X such that its
T -orbit is dense in X. The corresponding vector x is called T -hypercyclic, and the set of all
T -hypercyclic vectors is denoted by HC(T ). Similarly, T is called supercyclic if there exists a
vector x ∈ X such that whose projective orbit

K ·O(x, T ) := {λT n(x);n ∈ Z+, λ ∈ K}

is dense in X. The set of all T -supercyclic vectors is denoted by SC(T ). Finally, we recall that
T is called cyclic if there exists x ∈ X such that

K[T ]x := spanO(x, T ) = {P (T )x;P polynomial}

is dense in X. The set of all T -cyclic vectors is denoted by CC(T ).
We stress that the notion of hypercyclicity makes sense only if the space X is separable.

Note that one has
HC(T ) ⊂ SC(T ) ⊂ CC(T ).

Defination 1. Let X be a topological vector space, and let T ∈ L(X). It is said that T
satisfies the Hypercyclicity Criterion if there exist an increasing sequence of integers (nk),
two dense sets D1,D2 ⊂ X and a sequence of maps Snk : D2 → X such that:

(1) T nk(x)→ 0 for any x ∈ D1;

(2) Snk(y)→ 0 for any y ∈ D2;

(3) T nkSnk(y)→ y for any y ∈ D2.

Note that in the above definition the maps Snk are not assumed to be continuous or linear.
We will sometimes say that T satisfies the Hypercyclicity Criterion with respect to the sequence
(nk). When it is possible to take nk = k and D1 = D2, it is usually said that T satisfies Kitai’s
Criterion [1].

Now let us consider weighted backward shifts on c0(N). Recall that an operator defined as
Bb(e1) = 0 and Bb(en) = bn−1en−1 if n ≥ 2, is called weighted backward shift. Here b = (bn)n∈N
is taken to be a bounded sequence on K. The operator Bb is called backward shift if bn = 1 for
all n ≥ 1 such shift is denoted by B. We recall that Bb has been studied in [2]. In many areas
of mathematics, an operator I+T appears, where I is an identity and T is a given operator. In
this paper, we consider a weighted operator Bb instead of T . For a given b ∈ `∞(N) we denote
Tb := I +Bb.

Theorem 6. Let (bn)n∈N be a sequence of non-zero numbers. Assume that there exists an
integer n0 ≥ 1 such that bn = µ for all n ≥ n0. Then the following statements are equivalent:
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A. Tb is hypercyclic;

B. Tb satisfies Hypercyclic Criterion;

C. |µ| > 1;

D. Tb is supercyclic;

E. Tb satisfies Supercyclic Criterion;

F. Tb is cyclic.

We would like to stress that the following problems remains open for Tb.
Problem 1. Does there exist b ∈ `∞(N) such that Tb is hypercyclic under condition

lim inf
n→∞

n∏
j=1

|bj| <∞.

Problem 2. Does there exist a supercyclic operator Tb if

lim inf
n→∞

n∏
j=2

|bj| <∞.

Problem 3. Does there exist b ∈ `∞(N) such that Tb is hypercyclic and T 2
b is not cyclic?
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IKKI PARAMETRLI KUBIK STOXASTIK OPERATORNING CHEKLI
O’LCHAMLI SIMPLEKSDAGI TRAYEKTORIYASI

Khamrayev A.Yu., Nurmatova Sh. Z.∗
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Bizga

Sn−1 = {x ∈ Rn : xi ≥ 0,
n∑
i=1

xi = 1, i = 1, n}

(n-1) o’lchovli simpleks berilgan bo’lsin. Quyidagicha W : Sn−1 → Sn−1 :

W : x
′

l =
m∑

i,j,k=1

Pijk,lxixjxk (1)

akslantirishni qaraymiz. Bu yerda

Pijk,l = Pikj,l = Pjik,l = Pjki,l = Pkij,l = Pkji,l ≥ 0,
n∑
l=1

Pijk,l = 1 (2)



39

(1), (2) ga kubik stoxastik operator deb ataladi.

Biz quyidagi

S2 = {(x; y; z) ∈ R3 : x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y + z = 1}

to’plamni o’zini oziga akslantiruvchi W : S2 → S2

W :


x
′
= x(x2 + 3xy + 3xz)

y
′
= y(y2 + 3xy + 3yz + axz)

z
′
= z(z2 + 3xz + 3yz + bxy)

(3)

a ≥ 0, b ≥ 0, a+ b = 6, a 6= 3, b 6= 3

operatorni qaraymiz. (3) operator ikki parametrga bog’liq kubik stoxastik operator deb ataladi.
Bu operatorning trayektoriya holatini simpleksning chegarasida o’rganamiz.

Ta’rif: W (λ) = λ, λ = (x, y, z) tenglamaning yechimiga operatorning qo’zg’almas nuqtasi
deyiladi.

Ushbu Fix(W ) = {λ ∈ S2 : W (λ) = λ} to’plam bilan (3) operatorning qo’zg’almas nuqtalar
to’plamini belgilaymiz.

Lemma 1: (3) operatorning qozg’almas nuqtalari

Fix(W ) = {M1,M2,M3, N1, N2, N3, C}, a ∈ (2; 4)

dan iboratdir, bu yerda

M1 = (1; 0; 0),M2 = (0; 1; 0),M3 = (0; 0; 1), N1 = (0;
1

2
;
1

2
),

N2 = (
1

2
; 0;

1

2
), N3 = (

1

2
;
1

2
; 0), C = (

1

2
;
4− a

4
;
a− 2

4
).

Lemma 2: a ∈ [0; 2] ∪ [4; 6] da qo’zgalmas nuqtalar
Fix(W ) = {M1,M2,M3, N1, N2, N3} dan iboratdir va:
1) a ∈ [0; 2] bo’lsa, N3 nuqta itaruvchi, N2 egar tipli;
2) a ∈ [4; 6] bo’lsa, N2 nuqta itaruvchi, N3 egar tipli bo’ladi.

Lemma 3: C nuqta a ∈ (2; 4) da itaruvchi, N2 va N3 nuqtalar esa egar nuqtalar bo’ladi.
Quyidagicha belgilashlarni kiritamiz:

A1 = {λ ∈ S2, x >
1

2
, y <

1

2
, z = 0}, A2 = {λ ∈ S2, x >

1

2
, y = 0, z <

1

2
},

A3 = {λ ∈ S2, x = 0, y >
1

2
, z <

1

2
}, A4 = {λ ∈ S2, x <

1

2
, y >

1

2
, z = 0},

A5 = {λ ∈ S2, x = 0, y <
1

2
, z >

1

2
}, A6 = {λ ∈ S2, x <

1

2
, y = 0, z >

1

2
},

∂S2 = S2 \ {intS2}
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Teorema 1: ∀λ ∈ ∂S2 uchun

lim
n→∞

W n(λ)


M1, λ ∈ A1 ∪ A2

M2, λ ∈ A3 ∪ A4

M3, λ ∈ A5 ∪ A6

o’rinli bo’ladi va ichki qo’zg’almas nuqta hech qachon tortuvchi bo’lmaydi.
Teorema 2: ∀λ ∈ intS2 ∩ {λ ∈ S2, x > 1

2
} uchun

lim
n→∞

W n(λ) = M1

bo’ladi.
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THE DOUBLE DEGREE SERIES AND THEIR DOMAIN OF
CONVERGENCE

Khayitova Kh.G.
Bukhara state university, Bukhara, Uzbekistan
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This research considers two traditional important questions, which are interesting, at least
to most mathematicians. The first question arises in the theory of the degree series of variable
of the complex numbers, which concerns the relationship, if any, and their the domains of
convergence. The second question arises in the theory of the degree series of several variables
of the complex numbers. In this research we introduce double series and we give the definition
of their convergence and divergence. We discuss the geometrical structure of following double
degree series

∞∑
n+m=0

anmx
nym (1)

Abel’s theorem. If double degree series has absolute converges in point

(x0, y0)x0 6= 0, y0 6= 0
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then, in direct rectangle,
T = {(x, y) : |x| < |x0|, |y| < |y0|}

it will have absolute and uniformly converges. Abel theorem needs convergence of the degree
series of several variables for x0 6= 0 points. In other words its enough that point has conditional
convergence. But not for the double degree series.

We have some examples of the degree series which hasn’t any converges except of (1, 1)
and (0, 0) points. It we need the convergence at line in (x0, 0) or (0, y0) points, we’ll have the
convergence of (1) line in |x| < |x0| or |y| < |y0| on direct line.

Counting on Abel theorem we’ll have following theorem:
The domain of convergence of the double degree series will be symmetric to the OX and

OY axle. Following examples show the variety of convergence of the double series. For example,

∞∑
n=0

(x2 + y2)n

the domain of convergence of this degree series consist of

B = {(a, y) : |x2 + y2| < 1.}

And the domain of convergence of this degree series:

∞∑
n=0

(x2 − y2)n

consists of
G = {(a, y) : |x2 − y2| < 1.}

This domain of convergence x2 − y2 = 1 and y2 − x2 < 1 limited by hyperboloid.
All symmetric domains to OX or OY axles have converges with some degree series, in other

words there is always some degree series which has converges only in requested domain and has
no converges out of this domain. The purpose of this dissertation is to define and study a class
of convergent double series and which will be of use in accelerating their convergence.
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Let A, b−be antianalytic, i.e.
∂A

∂z
=
∂b

∂z
= 0
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in the domain D ⊂ C such that |A (z)| ≤ C < 1,∀z ∈ D. We put

D̄A,bf (z) =
∂f (z)

∂ z̄
− A (z)

∂f (z)

∂z
− b (z) f (z) .

A function f ∈ C1 (D) is called (A, b)−analytic in D, if it satisfies the following differential
equation:

∂f(z)

∂ z̄
− A(z)

∂f(z)

∂z
= b(z)f(z). (1)

Then, according to (1), the class of (A, b)−analytic functions f ∈ OA,b (D) is characterized by
D̄A,bf = 0. Let us now study the properties of (A, b)−analytic functions in the following special
case:

A (z) ≡ const, b (z) ≡ const.

Theorem. The set of all generalized solutions of equation (1) is exhausted by the formula

f (z) = F (z + Az̄) e
z
A

+bz̄,

where F is a holomorphic function in the domain (z + Az̄)−1(D).
Theorem (Analogue of Cauchy’s theorem). If f is (A, b)−analitic in D, where D ⊂ C

is a domain with a rectifiable boundary ∂D, then∫
∂D

f (z) e−bz̄ (dz + Ad z̄) = 0.

Theorem (Analogue of Cauchy’s integral formula). Let D ⊂ C is an arbitrary domain
with piecewise smooth boundary ∂D. Then for any function f ∈ OA,b (D)∩C

(
D̄
)
the following

formula holds

f (z) =
1

2πi

∫
∂D

eb(z̄−ξ̄)f (ξ)

ξ − z + A
(
ξ̄ − z̄

) (dξ + Ad ξ̄
)
, ∀z ∈ D.
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Various problems of quantum mechanics, quantum field theory, partial differential equations,
mathematical physics, and a number of other problems are reduced to special cases of the
integral equation

f(x, y) =

∫
Ω1

k1(x, s, y)f(s, y)dµ1(s) +

∫
Ω2

k2(x, t, y)f(x, t)dµ2(t)+

+

∫
Ω1

∫
Ω2

k(x, s; y, t)f(s, t)dµ1(s)dµ2(t) + g(x, y). (1)

where Ω1 and Ω2 are sets with a finite Lebesgue measure in Rν1 and Rν2 , respectively, k1 :
Ω2

1 × Ω2 → C, k2 : Ω1 × Ω2
2 → C, k : Ω2

1 × Ω2
2 → C, g : Ω1 × Ω2 → C are given

measurable functions and µ1(·), µ2(·) are Lebesgue measures on σ− algebras of subsets Ω1 and
Ω2, respectively.

In 1975, Likhtarnikov and Vitova [1] studied spectral properties of partial integral operators
. In [1], the following restrictions were imposed: k1(x, s) ∈ L2(Ω1 × Ω1), k2(y, t) ∈ L2(Ω2 × Ω2)
and T0 = K = 0. In [2], spectral properties of PIO with positive kernels were studied (under
restriction T0 = K = 0)). In Kalitvin and Zabrejko [3] spectral properties of PIO with kernels
of two variables in Lp, p ≥ 1 are studied. In [4], [5] for more general PIO’s with continuous
kernels or kernels in C(L1) spectral properties of the PIO and solvability of partial integral
equations in the space C([a, b]× [c, d]) were studied.

Let ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2 ∈ L∞ [L2(Ω1),Ω2] and

k1(x, s, y) = ϕ1(x, y)ψ1(s, y) + ϕ2(x, y)ψ2(s, y), (x, s, y) ∈ Ω2
1 × Ω2.

Then the partial integral operator (PIO) T1 :

T1f(x, y) =

∫
Ω1

k1(x, s, y)f(s, y)dµ1(s)

is bounded linear operator on the L2(Ω1 × Ω2).
In this paper we study the solvability of the partial integral equation

f − T1f = g, (2)

in space L2(Ω1 × Ω2), where g = g(x, y) ∈ L2(Ω1 × Ω2) is a given function.
At the g(x, y) 6= θ the partial integral equation (2) is called the nonhomogeneous Fredholm

partial integral equation (NPIE) of second type with degenerate kernel. The homogeneous
partial integral equation (HPIE) corresponding the NPIE (2) has the following form

h− T1h = θ. (3)

On Ω2 we define measurable functions τ11, τ12, τ21, τ22 :

τ11(ω) =
∫

Ω1
ψ1(s, ω)ϕ1(s, ω)dµ1(s),

τ12(ω) =
∫

Ω1
ψ1(s, ω)ϕ2(s, ω)dµ1(s),

τ21(ω) =
∫

Ω1
ψ2(s, ω)ϕ1(s, ω)dµ1(s),

τ22(ω) =
∫

Ω1
ψ2(s, ω)ϕ2(s, ω)dµ1(s)
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It’s easy to see that τ11, τ12, τ21, τ22 ∈ L∞(Ω2).
Let e is an identity element of the algebra L∞(Ω2), i.e. e(ω) = 1 for almost all ω ∈ Ω2.
We define 2× 2 matrix T and I with the elements of the L0(Ω2) :

T = T (ω) =

(
τ11(ω) τ12(ω)
τ21(ω) τ22(ω)

)
, I = I(ω) =

(
e(ω) θ(ω)
θ(ω) e(ω)

)
We define a measurable function D1(ω) on Ω2 :

D1(ω) = det(T(ω)− I(ω)), ω ∈ Ω2.

Clearly, D1 = D1(ω) ∈ L∞(Ω2). The function D1 is called a determinant Fredholm of the
PIE (2).

Let φ ∈ L0(Ω). We define support for φ by the equality s(φ) = sφ = [χΩ(φ 6=0)], where
L0[L2(Ω1),Ω2].

Theorem. If s(D1) = e (i.e. D1(ω) 6= 0 for almost all ω ∈ Ω2), then the HPIE (3) has in
the L2(Ω1 × Ω2) trivial solution and the NPIE (2) in L0[L2(Ω1)] a has unique solution.
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FRIDRIXS MODELIDAGI OPERATORNING DISKRET SPEKTRI
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Aytaylik Ω ⊂ Rν – bo‘sh bo‘lmagan kompakt to‘plam va bu to‘plamda u(x) uzluksiz haqiqiy
qiymatli funksiya berilgan bo‘lsin. L2 (Ω) fazoda k(x, s) yadroli K kompakt integral operatorni
qaraylik. L2 (Ω) fazoda H operator quyidagi formula bilan aniqlaymiz:

H = U −K (1)

bu yerda
(Uf)(x) = u(x)f(x), f ∈ L2 (Ω) .

Statistik fizika va kvant mexanikasining ayrim masalalari H operatorning spektrini o‘rganishga
olib kelinadi. Kompakt operator qo‘zg‘alishi haqidagi Viell teoremasiga ko‘ra

σ(U) = σess(U) = [umin, umax], umin = inf
x∈Ω

u(x), umax = sup
x∈Ω

u(x).
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Dastlab H operator muhim spektr qo‘zg‘alish nazariyasi 1938 yilda K.O.Fridrixs tomonidan
o‘rganilgan. Odatda (1) tenglik bilan aniqlangan operator Fridrixs modeli deb ataladi. Agar
u(x) = x ∈ [0, 1] va K : L2[0, 1] → L2[0, 1] kompakt integral operator yadrosi, ko‘rsatkichli
Gyoldr yadrosi bo‘lsa, u holda H operator muhim spektrining tashqarisida chekli xos qiymatga
ega bo‘lishi [1], [2] da o‘rganilgan.

Bir o‘lchamli Fridrixs modeli Eshkobilov Yu.X.[2], Minlos R.A., Sinay Ya.G.[3] ishlarida
qaralgan. Agar u(x) funksiya [a, b] kesmada haqiqiy qiymatli bo‘lsa, u holda H operator diskret
spektri chekli bo‘lishi Lakaev S.N.[4], Yakovlev S.I.[5] ishlarida isbotlangan.

Bizga Ω = [a, b]ν , (ν ∈ N) da u(x) = u(x1, x2, . . . , xν) uzluksiz haqiqiy qiymatli funksiya
berilgan bo‘lsin. Mos ravishda U : L2 (Ω)→ L2 (Ω) va K : L2 (Ω)→ L2 (Ω) o‘z-o‘ziga qo‘shma
operatorlarni quyidagicha aniqlaymiz:

(Uf)(x) = u(x)f(x), (Kf)(x) =

∫
Ω

k(x, s)f(s)ds, f ∈ L2 (Ω) , x, s ∈ Ω.

Aytaylik Ω = [0, 1] kesmada

k(x, s) = α1ϕ1(x)ϕ1(s) + α2ϕ2(x)ϕ2(s) + α3ϕ3(x)ϕ3(s)

funksiyani aniqlaymiz, bunda α1 > 0, α2 > 0, α3 > 0, ϕi ∈ L2[0, 1], (ϕi, ϕj) = 0, i 6= j,
i, j = 1, 2, 3, ‖ϕi‖ = 1, i = 1, 2, 3.

D(λ) = 1− (α1Φ1(λ) + α2Φ2(λ) + α3Φ3(λ)) + α1α2 (Φ1(λ)Φ2(λ)− Γ2
12(λ)) +

+α1α3 (Φ1(λ)Φ3(λ)− Γ2
13(λ))+α2α3 (Φ2(λ)Φ3(λ)− Γ2

23(λ)) , λ ∈ (−∞, 0) funksiyani qaraymiz,
bu yerda

Φ1(λ) =

1∫
0

ϕ2
1(s)

u(s)− λ
ds, Φ2(λ) =

1∫
0

ϕ2
2(s)

u(s)− λ
ds, Φ3(λ) =

1∫
0

ϕ2
3(s)

u(s)− λ
ds,

Γ12(λ) =

1∫
0

ϕ1(s)ϕ2(s)

u(s)− λ
ds, Γ13(λ) =

1∫
0

ϕ1(s)ϕ3(s)

u(s)− λ
ds, Γ23(λ) =

1∫
0

ϕ2(s)ϕ3(s)

u(s)− λ
ds.

Tasdiq. D(λ) funksiya Kλ − E operatorning k(x, s) yadro uchun Fredgolm determinanti
bo‘ladi.

Qulaylik uchun quyidagicha belgilash kiritamiz

lim
λ→0−0

Φ1(λ) = M1, lim
λ→0−0

Φ2(λ) = M2, lim
λ→0−0

Φ3(λ) = M3,

lim
λ→0−0

Γ12(λ) = M12, lim
λ→0−0

Γ13(λ) = M13, lim
λ→0−0

Γ23(λ) = M23.

Teorema. Faraz qilaylik lim
λ→0−0

Φ1(λ) = M1 < ∞, lim
λ→0−0

Φ2(λ) = M2 < ∞, lim
λ→0−0

Φ3(λ) =

M3 < ∞, bo‘lsin. Agar α1M1 + α2M2 + α3M3 < 1 tengsizlik bajarilsa, u holda H operator
manfiy xos qiymatga ega bo‘lmaydi.
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OINAROV KERNEL

Kuliev K.1, Kulieva G2, Eshimova M.3
1 Samarkand state university, Samarkand, Uzbekistan

kulievkomil@gmail.com;
2 Samarkand branch of TUIT, Samarkand, Uzbekistan

kulievag@mail.ru;
3 Samarkand state Architectural and Civil Engineering Institute, Samarkand, Uzbekistan,

eshimova_math@mail.ru.

Let (a, b) ⊂ R and u, v be weight functions in (a, b), i.e., positive measurable functions
defined a.e. in (a, b). Let p, q > 1 and introduce weighted Lebesgue spaces

Lp,v = {f : ‖f‖pp,v :=

∫ b

a

|f(t)|pv(t)dt <∞}

and similarly Lq,u. In this paper we consider the integral operator

H : Lp,v → Lq,u, (Hf)(x) :=

∫ x

a

k(x, t)f(t)dt, (1)

where k(x, t) is called kernel of the operator, which is nonnegative measurable function defined
a.e. in (a, b)× (a, b).

The problem of boundedness of this operator in Lebesgue spaces began to be studied in the
last decades of the last century. Let us now give some scientific conclusions concerning operators
of this type. For example, F.J. Martin-Reyes and E. Sawyer [2] and V.D. Stepanov [3] considered
the Riemann-Liouville fractional integral operator, i.e., (1) of the kernel k(x, t) = (x−t)α−1

Γ(α)
,

α ≥ 1 and Γ(α) is the Gamma function. S.Bloom and R.Kerman [4] and R.Oinarov [5,6] gave
equivalent conditions for boundedness of (1) for kernels k(x, t) is a continuous nonnegative
function increasing in the first argument, decreasing in the second argument and satisfying the
condition: there exists a number h ≥ 1 such that

k(x, s) ≤ h(k(x, t) + k(t, s))

for all a < s ≤ t ≤ x < b. Functions k(x, t) satisfying the above conditions are also called
Oinarov’s kernel. In the works on this topic, the main focus was on finding equivalent conditions
for the boundedness of the operator in (1), where estimates for the operator norm are very rare.
In the theory of differential equations it is very important to obtain the exact estimates.
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Let denote

B0 :=

(∫ b

a

(∫ b

x

kq(t, x)u(t)dt

) r
q
(∫ x

a

v1−p′(t)dt

) r
q′

v1−p′(x)dx

) 1
r

,

B1 :=

(∫ b

a

(∫ b

x

u(t)dt

) r
p
(∫ x

a

kp
′
(x, t)v1−p′(t)dt

) r
p′

v1−p′(x)dx

) 1
r

,

where p′ = p
p−1

, q′ = q
q−1

and 1
r

= 1
q
− 1

p
.

Theorem 1. Let 1 < q < p <∞. Then the norm of the integral operator in (1) satisfies

A ≤ ‖H‖ ≤ C,

where C is a positive solution of the equation

Cq′ − hq
1
q−1 (p′)

1
p′(q−1) (q′)

1
p(q−1)B

1
q−1C = hq

1
q−1p′(q − 1)

1
pBq′ (2)

and B = max{B0, B1}.
Remark. Equation (2) has a unique positive solution, since

h(x) =
xq
′

q
1
q−1p′(q − 1)

1
pBq′ + q

1
q−1 (p′)

1
p′(q−1) (q′)

1
p(q−1)B

1
q−1x

is continuous and monotone increasing function of x in (0,∞), h(0) = 0 and h(∞) =∞.
Example. Let q = 2 and h ≥ 1. Then Equation (2) and it’s positive solution take the forms

C2 − 2
p+1
p h(p′)

1
p′BC = 2hp′B2

and
C =

(
2

1
p (p′)

1
p′ h+

√
2

2
p (p′)

2
p′ h2 + 2hp′

)
B,

respectively.
Theorem 2. Let 1 < q < p <∞. Then the norm of the integral operator in (1) satisfies

B ≤ ‖H‖ ≤ 2
1
q′ qhq−1(p′)

1
p′ (q′)

1
pB.
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Let T3 = (−π, π]3 be the three dimensional torus (Brillion zone) and let L2(T3) be the Hilbert
space of square-integrable functions defined on the torus T3. We consider the Generalized
Friedrichs model associated to a sistem of two identical quantum particles as follows:

Hµ1,µ2,µ3(p) = H0(p)− V, V = µ1V1 + µ2V2 + µ3V3, µ1, µ2, µ3 > 0. (1)

here H0(p), p ∈ T3 is a multiplication operator by the function wp(·) := w(p, ·):

(H0(p)f)(q) = wp(q)f(q), f ∈ L2(T3).

and Vi, i = 1, 2, 3 are integral operators i.e.

(Vif)(q) = ϕi(qi)

∫
T3

ϕi(si)f(s)ds, i = 1, 2, 3

Hypothesis 1. (i) The functions ϕi(·), i = 1, 2, 3 are real valued and belong to C(1)(T1)
(ii) The function w(·, ·) is real analytic in (T3)2 = T3×T3 and has a unique non-degenerate

minimum at (0, 0) ∈ (T3)2.
The perturbation V is positive operator of rank three. So, by the well-known Weyl theorem

[1] the essential spectrum of the operator Hµ1,µ2,µ3(p) coincides with the spectrum of H0(p) and
fills the following segment on the real axis:

σess(Hµ1,µ2,µ3(p)) = σess(H0(p)) = σ(H0(p)) = [m(p), M(p)],

here
m(p) = min

q∈T3
wp(q), M(p) = max

q∈T3
wp(q).

Hypothesis 2. For each z < m(p) the following relations are true∫
T3

ϕi(si)ϕj(sj)

wp(s)− z
ds = 0, i 6= j, i, j = 1, 2, 3.

Observe that by Hypothesis 1 there exist such δ-neighborhood Uδ(0) ⊂ T3 of the point
p = 0 ∈ T3 and analytic function q0 : Uδ(0) → T3 that for any p ∈ Uδ(0) the point q0(p) =

(q
(1)
0 (p), q

(2)
0 (p), q

(3)
0 (p)) ∈ T3 is a unique non degenerated minimum of the function wp(·) as well

as the following integrals exist:
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∫
T3

ϕ2
i (si)ds

wp(s)−m(p)
, i = 1, 2, 3.

We set

µi(p) =

∫
T3

ϕ2
i (si)ds

wp(s)−m(p)

−1

> 0, i = 1, 2, 3.

The main result is the following theorem
Theorem. The operator Hµ1,µ2,µ2(p) has unique eigevalue Ei(µi, p) below m(p) if and only

if µi > µi(p), 0 < µj < µj(p), 0 < µk < µk(p), i, j, k = 1, 2, 3, i 6= j, i 6= k. The function Ei(µi, p)
is monotonously decreasing in (µi(p),+∞) by µi and real analytic on Uδ(0) by p. Associated
eigenfunction has of the form

Ψi(µi, p, ·, Ei(µi, p)) =
Ciµiϕi(qi)

wp(q)− Ei(µi, p)

Generalized Friedrichs model has been considered also in [2,3].
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The spectral properties of grid operators have aroused great interest among mathematicians.
Graph and Schenker (1997), D.S.Mattis (1976), A.I.Mogilner (1991), Yafaev (2000) in models
of solid state physics and at the same time on the fields theory of lattice one-particle and multi-
particle discrete Schrödinger operators with analogues of Schrödinger operators are considered.
Therefore, understanding spectrum of such operators is a topic of central importance in physics.

Let Z be the one-dimensional lattice, T = (R/2πZ) = (−π; π] be the one-dimensional torus,
λ, µ ∈ R be real parameters.

The Discrete Laplacian operator in the momentum representation. The one-
particle Schrödinger operator H in the momentum representation is of the form defined by

H = F∗ĤµF , H = H0 − V,
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where
H0 = F∗(−4)F , V = F∗V̂ F

and F stands for the standard Fourier transformation F : L2(T) → `2(Z) and F∗ : `2(Z) →
L2(T) is its inverse. Explicitly, the non-perturbed operator H0 acts on L2(T) as multiplication
operator by the function ε(·) :

(H0f)(p) = ε(p)f(p), f ∈ L2(T), p ∈ T,

where
ε(p) = (1− cos p) + β(1− cos 2p), p ∈ T, β ≥ 0. (1)

In the physical literature, the function ε(·), being a real valued-function on T, is called the
dispersion relation of the Laplacian operator −∆.

The potensial operator

(V f)(p) =
µ

2π

∫
T
f(q)dq, f ∈ L2(T).

The essential spectrum.
H0 is a multiplication operator by a function, the perturbation V is the one-dimensional

operator and, therefore, in accordance to the Weyl theorem on the stability of the essential
spectrum the equality σess(Hµ) = σess(H0) holds, and the essential spectrum of the operator
Hµ consists of the following segment on the real axis:

σess(Hλµ) = [εmin, εmax],

where

εmin = 0, εmax =

{
2, 0 ≤ β ≤ 1

4
,

(1+4β)2

8β
, β > 1

4
.

Fredholm determinant of the operator Hµ.
For any µ ∈ R, we define the Fredholm determinant associated with the operator Hµ as a

regular function in z ∈ R \ [εmin, εmax] as

D(µ, z) = 1− µ

2π

∫
T

dp

ε(p)− z
.

Lemma a) If µ > 0, the operator Hµ has a unique eigenvalue z(µ) in the interval (−∞, 0) and
has no eigenvalue to the right of the essential spectrum.

b) If µ < 0, the operator Hµ has a unique eigenvalue z(µ) in the interval (εmax,∞) and has
no eigenvalue to the left of the essential spectrum.

The main result of our work is as follows:

Theorem. z(µ) satisfies the asymptotics

z(µ) = −µ+ (1 + β)−
(

1 + β2

2!

)
1

µ
+O

( 1

µ2

)
as µ −→ +∞
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Γ-sodda silliq kontur, α− Γ konturni o‘z-o‘ziga o‘tkazuvchi diffeomorfizm (siljish) bo‘lib, Γ
konturning yo‘nalishini o‘zgartiruvchi bo‘lsin. Ma’lumki ([1], C. 24-29) yo‘nalishni o‘zgartiruvchi
siljish albatta ikkita z1 va z2 qo‘zg‘almas nuqtalarga ega bo‘ladi. Bu ishda Lp(Γ), 1 ≤ p ≤ ∞
fazosida

A = α(t)I − b(t)W
ko‘rinishdagi siljishli funksional operatorlarning bir tomonlama teskarilanuvchanlik shartlari
o‘rganilgan. Bu yerda α(t), b(t) ∈ C(Γ), I-birlik operator, W− siljish operatori:

(Wϕ)(t) = ϕ[α(t)], t ∈ Γ.

α− siljishning qo‘zg‘almas nuqtalari to‘plamini = = {z1, z2} orqali, γ1 orqali esa Γ konturning
musbat yo‘nalishida z1 va z2 nuqtalarni (z1 dan z2 nuqtaga qarab olingan) tutashtiruvchi yoyini
belgilaylik. γ2 = Γ\γ1 bo‘lsin

Siljish yo‘nalishni o‘zgartiruvchi bo‘lgan holdaA operatorning bir tomonlama teskarilanuvchanlik
shartlarini o‘rganish, yo‘nalishni saqlovchi α2(t) = α(α(t)), t ∈ Γ siljishli funksional operatorlarni
o‘rganishga keltirilgan.

Ma’lumki α2 siljishning qo‘zg‘almas nuqtalari to‘plami bo‘sh emas, α2 siljishning qo‘zg‘almas
nuqtalari to‘plami chekli yoki cheksiz bo‘lsin.

φ = supp[τ − αm(τ)] orqali αm(τ) 6= τ shartni qanoatlantiruvchi Γ konturning barcha
nuqtalari to‘plamining yopig‘ini belgilaylik. U(t), α(t), b(t) ∈ C(Γ) funksiyalar uchun

U± = lim
n→±∞

U(αn(t))U(αn+1(t)), h± = |a±(t)| − |α′±(t)|−1/p|b±(t)|,

Γ1 = Γ\φ, Γ2 = {t ∈ φ : h±(t) > 0}, Γ3 = {t ∈ φ : h±(t) < 0},
Γ4 = {t ∈ φ : h+(t) < 0 < h−(t)}, Γ5 = {t ∈ φ : h+(t) > 0 > h−(t)}.

νA(t) =


α(t)α(α(t))− b(t)b(α(t)), t ∈ Γ1

α(t)α(α(t)), t ∈ Γ2,

b(t)b(α(t)), t ∈ Γ3

0, t ∈ Γ\
∑3

i=1 Γi

belgilashlarni kiritamiz.
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α− siljish yo‘nalishni o‘zgartuvchi bo‘lganda quyidagi tasdiq o‘rinli.
Teorema: A− operator o‘ngdan (chapdan) teskarilanuvchi bo‘lishi uchun

νA(t) 6= 0, ∀t ∈ Γ\Γ4(∀t ∈ Γ\Γ5)

va
(∀t ∈ Γ\Γ4), (∃k0 ∈ Z)∀k ≥ k0, b(αk(t)) 6= 0, ∀k < k0, α(αk(t)) 6= 0,

(Mos ravishda (∀t ∈ Γ5), (∃k0 ∈ Z), ∀k < k0, b(αk(t)) 6= 0, ∀k > k0, α(αk(t)) 6= 0).
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ASYMPTOTICA FOR THE EIGENVALUE OF THE DISCRETE
SCHRÖDINGER OPERATOR ON THE TWO-DIMESIONAL LATTICE
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The spectral properties of lattice operators have aroused great interest among mathema-
ticians. Graph and Schenker (1997), D.S.Mattis (1976), A.I.Mogilner (1991), Yafayev (2000) in
models of solid state physics and at the same time on the fields theory of lattice one-particle
and multi-particle discrete Schrödinger operators with analogues of Schrödinger operators are
considered. Therefore, understanding spectrum of such operators is a topic of central importance
in physics.

Let Z2 be the two-dimensional lattice, T2 = (R/2πZ)2 = (−π; π]2 be the two-dimensional
torus, λ, µ ∈ R be real parameters.

The one-particle Schrödinger operator H in the momentum representation is of the form
defined by

H = F∗ĤµF , H = H0 − V,
where

H0 = F∗(−4)F , V = F∗V̂ F
and F stands for the standard Fourier transformation F : L2(T2)→ `2(Z2) and F∗ : `2(Z2)→
L2(T2) is its inverse. Explicitly, the non-perturbed operator H0 acts on L2(T2) as multiplication
operator by the function ε(·) :

(H0f)(p) = ε(p)f(p), f ∈ L2(T2), p ∈ T2,

where

ε(p) =
2∑
j=1

((1− cos pj) + β(1− cos 2pj)), p = (p1, p2) ∈ T2, β ≥ 0.

In the physical literature, the function ε(·), being a real valued-function on T2, is called the
dispersion relation of the Laplacian operator −4.

The potensial operator

(V f)(p) =
µ

2π

∫
T2

f(q)dq, f ∈ L2(T2).
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H0 is a multiplication operator by a function, the perturbation V is the one-dimensional
operator and, therefore, in accordance to the Weyl theorem on the stability of the essential
spectrum the equality σess(Hµ) = σess(H0) holds, and the essential spectrum of the operator
Hµ consists of the following segment on the real axis:

σess(Hλµ) = [εmin, εmax],

where

εmin = 0, εmax =

{
2, 0 ≤ β ≤ 1

4
,

(1+4β)2

4β
, β > 1

4
.

For any µ ∈ R, we define the Fredholm determinant associated with the operator Hµ as a
regular function in z ∈ R \ [εmin, εmax] as

D(µ, z) = 1− µ

2π

∫
T2

dp

ε(p)− z

Theorem. z(µ) satisfies the asymptotics

z(µ) = −µ+ 2(1 + β)−
(
1 + β2

) 1

µ
+O

( 1

µ2

)
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RANGI BIR QO’ZG’ALISHLI DISKRET SCHRÖDINGER OPERATORLARI
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Kvant mexanikasi, matematik fizika, matematik analiz va ularga bog’liq sohalardagi Schrödinger
opertorlarining spektral xossalari, shu jumladan panjaradagi Schrödinger operatorlari va ularning
qattiq jismlar fizikasidagi tatbiqlari ahamiyatli hisoblanadi.

L2(Td), d− o’lchamli panjara (Td = [−π, π)d) da aniqlangan kvadrati bilan integrallanuvchi
funksiyalarning Hilbert fazosi.

Lokal bo’lmagan diskret Schrödinger operatorining kvazi impuls tasviri L2(Td)- Hilbert
fazosida quyidagicha ta’sir etadi:

hµ = h0 − µV,
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bunda h0 operator Ψ(e(·)) uzluksiz funksiyaga ko’paytirish operatori; µ -parametr; V -integral
operator.

(h0f)(p) = Ψ(e(p))f(p), f ∈ L2(Td).
bunda e(p) =

∑d
i=1(1−cos pi), p ∈ Td. Ψ ∈ C(0;∞) - uzluksiz monoton kamayuvchi funksiya.

(V f)(p) =
1

(2π)d

∫
Td
f(q)dq, f ∈ L2(Td), µ ∈ R.

Har qanday µ ∈ R uchun hµ operatorning Fredgolm determinantini z ∈ C \ [Ψmin; Ψmax] ning
funksiyasi sifatida quyidagicha aniqlaymiz:

∆(µ, z) = 1− µ

(2π)d

∫
Td

dq

Ψ(e(q))− z
.

bunda Ψmin = Ψ(e(0)) va Ψmax = Ψ(e(2d)).
1-lemma. z ∈ C \ [Ψmin; Ψmax] soni hµ operatorning xos qiymati bo’lishi uchun

∆(µ, z) = 0

bo’lishi zarur va yetarli.
Shart 1. Birorta 0 < α ≤ 1, 0 < C1 < C2 uchun

C1|x− e(0)|α ≤ |Ψ(x)−Ψ(e(0))| ≤ C2|x− e(0)|α

bo’lsin, bunda

C1 = lim inf
x→e(0)

Ψ(e(x))−Ψ(0)

|x|α
, C2 = lim sup

x→e(0)

Ψ(e(x))−Ψ(0)

|x|α
.

Quyidagi belgilashni kiritamiz:

µ0 = (2π)d
(∫

Td

dq

Ψ(e(q))−Ψ(e(0))

)−1

.

2-lemma. (a) Agar α ≥ d/2 bo’lsa, u holda µ0 = 0 bo’ladi.
(b) Agar α < d/2 bo’lsa, u holda µ0 > 0 bo’ladi.
3-lemma. (a) µ > µ0 > 0 bo’lsa, hµ operatorning (−∞; Ψ(e(0))) intervalda yagona z(µ)

bir karrali xos qiymati mavjud bo’ladi.
(b) µ0 = 0 bo’lsa, ya’ni 2α ≥ d bo’lsa,hµ operatorning (−∞; Ψ(e(0))) intervalda yagona

z(µ) bir karrali xos qiymati mavjud bo’ladi. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

f0(p) =
1

Ψ(e(p))−Ψ(e(0))

4-lemma. (a) Agar α < d/4 bo’lsa, u holda f0 ∈ L2(Td) munosabat o’rinli bo’ladi.
(b) Agar d/4 ≤ α < d/2 bo’lsa, u holda f0 ∈ L1(Td)/L2(Td) munosabat o’rinli bo’ladi.
(c) Agar α ≥ d/2 bo’lsa, shunday ε (0 < ε < 1) topilib f0 ∈ Lε(Td) munosabat o’rinli

bo’ladi.
Teorema. (a) Agar α < d/4 bo’lsa, Ψ(e(0)) soni hµ operatorning bo’sag’a xos qiymati

bo’ladi.
(b) Agar d/4 ≤ α < d/2 bo’lsa, Ψ(e(0)) soni hµ operatorning bo’sag’a rezonansi bo’ladi.
(c) Agar α ≥ d/2 bo’lsa, Ψ(e(0)) soni hµ operator uchun regulyar nuqta bo’ladi.
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Let τ k = (V, L) be a Cayley tree of order k, i.e, an infinite tree such that exactly k+1 edges
are incident to each vertex. Here V is the set of vertices and L is the set of edges of τ k.[1]

Let Gk denote the free product of k + 1 cyclic groups {e, ai} of order 2 with generators
a1, a2, . . . , ak+1, i.e., let a2

i = e .
There exists a one-to-one correspondence between the set V of vertices of the Cayley tree

of order k and the group Gk.[1]
For each x ∈ Gk, let S1(x) denote the set of all neighbors of x, i.e., S1(x) = {y ∈ Gk : 〈x, y〉},

where 〈x, y〉 means that the vertices x and y are nearest neighbors.
Assume that spin takes its values in the set Φ = {−1, 1}. By a configuration σ on V we

mean a function taking σ : x ∈ V → σ(x) ∈ Φ. The set of all configurations coincides with the
set Ω = ΦV .

Consider the quotient group Gk/G
∗
k = {H1, ..., Hr}, where G∗k is a normal subgroup of index

r with r ≥ 1.
Definition 1. A configuration σ(x) is called to be G∗k−periodic if σ(x) = σi for all x ∈ Gk

with x ∈ Hi. A Gk−periodic configuration is called to be translation invariant.
By period of a periodic configuration we mean the index of the corresponding normal

subgroup. Ising model with G
(2)
k −periodic external field is defined according to the following

Hamiltonian:

H(σ) = J1

∑
〈x,y〉∈L

σ(x)σ(y) + J2

∑
x,y∈V ;
d(x,y)=2

σ(x)σ(y) +
∑
x∈V

αxσ(x), (1)

where J1, J2, αx ∈ R and

αx =

{
α0, if x ∈ G(2)

k ,

α1, if x ∈ Gk \G(2)
k ,

where α0 6= α1 and G(2)
k = {x ∈ Gk : |x| is even}.

The energy of a configuration σb on b is defined by the formula

U(σb) =
1

2
J1

∑
x∈S1(cb)

σ(x)σ(cb) + J2

∑
x,y∈b;
d(x,y)=2

σ(x)σ(y) + αcbσ(cb). (2)
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It is not difficult to prove the following lemma.
Lemma 1 We have

U(σb) ∈ {U (0)
+0 , U

(0)
−0 , U

(1)
+0 , U

(1)
−0 , ..., U

(0)
+(k+1), U

(0)
−(k+1), U

(1)
+(k+1), U

(1)
−(k+1)}

for all σb, where U
(j)
±i = (k+1

2
− i)J1 + (k(k+1)

2
+ 2i(i− k − 1))J2 ± αj, i = 0, 1, ..., k + 1, j = 0, 1.

Definition 2. A configuration ϕ is called a ground state of the Hamiltonian (1), if

U(ϕb) = min{U (0)
+0 , U

(0)
−0 , U

(1)
+0 , U

(1)
−0 , ..., U

(0)
+(k+1), U

(0)
−(k+1), U

(1)
+(k+1), U

(1)
−(k+1)}

for all b ∈M .
For a fixed m = +0,−0,+1,−1, ...,+(k + 1),−(k + 1), j = 0, 1, we set

A(j)
m = {(J1, J2, α0, α1) ∈ R4U (j)

m = min{U (0)
+0 , U

(0)
−0 , ..., U

(1)
+(k+1), U

(1)
−(k+1)}}.

Let k = 2 and quite cumbersome but not difficult calculations show that

A
(0)
±0 = {(J1, J2, α0, α1) ∈ R4 : J1 ≤ 0, J1 + 4J2 ≤ 0,∓α0 ≥ 0, |α1| ≤ ∓α0},

A
(1)
±0 = {(J1, J2, α0, α1) ∈ R4 : J1 ≤ 0, J1 + 4J2 ≤ 0,∓α1 ≥ 0, |α0| ≤ ∓α1},

A
(0)
±1 = {(J1, J2, α0, α1) ∈ R4 : J1 ≤ 0, J1 + 4J2 ≥ 0,∓α0 ≥ 0, |α1| ≤ ∓α0},

A
(1)
±1 = {(J1, J2, α0, α1) ∈ R4 : J1 ≤ 0, J1 + 4J2 ≥ 0,∓α1 ≥ 0, |α0| ≤ ∓α1},

A
(0)
±2 = {(J1, J2, α0, α1) ∈ R4 : J1 ≥ 0, J1 − 4J2 ≤ 0,∓α0 ≥ 0, |α1| ≤ ∓α0},

A
(1)
±2 = {(J1, J2, α0, α1) ∈ R4 : J1 ≥ 0, J1 − 4J2 ≤ 0,∓α1 ≥ 0, |α0| ≤ ∓α1},

A
(0)
±3 = {(J1, J2, α0, α1) ∈ R4 : J1 ≥ 0, J1 − 4J2 ≥ 0,∓α0 ≥ 0, |α1| ≤ ∓α0},

A
(1)
±3 = {(J1, J2, α0, α1) ∈ R4 : J1 ≥ 0, J1 − 4J2 ≥ 0,∓α1 ≥ 0, |α0| ≤ ∓α1}

and

R4 =
3⋃

m=0

(A
(0)
±m ∪ A

(1)
±m).

Theorem 1. a) If (J1, J2, α0, α1) ∈ A(0)
+3 ∩ A

(1)
−3, then

σ(x) =

{
1, ifx ∈ G(2)

k ,

−1, ifx ∈ Gk \G(2)
k

G
(2)
2 -periodic configuration is a G(2)

2 -periodic ground state for the (1) model;
b)If (J1, J2, α0, α1) ∈ A(0)

−3 ∩ A
(1)
+3, then

σ(x) =

{
−1, ifx ∈ G(2)

k ,

1, ifx ∈ Gk \G(2)
k

G
(2)
2 -periodic configuration is a G(2)

2 -periodic ground state for the (1) model.
Remark 1. Note that for the Ising model with G(2)

k -periodic external field there is not any
translation-invariant ground state.
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Consider a wild mosquito population without the presence of sterile mosquitoes. For the
simplified stage-structured mosquito population, we group the three aquatic stages into the
larvae class by x, and divide the mosquito population into the larvae class and the adults,
denoted by y. We assume that the density dependence exists only in the larvae stage [1].

We let the birth rate, that is, the oviposition rate of adults be β; the rate of emergence
from larvae to adults be a function of the larvae with the form of α(1− k(x)), where α > 0 is
the maximum emergence rete, 0 ≤ k(x) ≤ 1, with k(0) = 0, k′(x) > 0, and lim

x→∞
k(x) = 1, is

the functional response due to the intraspecific competition [2]. We further assume a functional
response for k(x), as in [2], in the form

k(x) =
x

1 + x
.

We let the death rate of larvae be a linear function, denoted by d0 + d1x, and the death rate
of adults be constant, denoted by µ. The interactive dynamics for the wild mosquitoes are
governed by the following discrete-time system:

W0 :

{
x′ = βy − αx

1+x
− (d0 + d1x)x+ x,

y′ = αx
1+x
− µy + y

(1)

The model (1) for d0 = d1 = 0 was fully studied in [3], [4].
It is easy to see that if

α > 0, β > 0, 0 < µ ≤ 1, d0 > 0, α + d0 ≤ 1, d1 = 0 (2)

then the operator (1) maps the set R2
+ to itself.

The fixed points for (1) are as follows(under condition (2)):
1) If β ≤ µ

(
1 + d0

α

)
then the operator (1) has a unique fixed point z = (0, 0).

2) If β > µ
(
1 + d0

α

)
then mapping (1) has two fixed points with

z1 = (0, 0), z2 =

(
α(β − µ)

µd0

− 1,
α(β − µ)− µd0

µ(β − µ)

)
.

The following theorem describes the trajectory of any point (x(0), y(0)) in R2
+.

Theorem. If the condition (2) is satisfied and β ≤ µ
(
1 + d0

α

)
then

lim
n→∞

W n
0 (x(0), y(0)) = (0, 0), for any (x(0), y(0)) ∈ R2

+

where W n
0 is n-th iteration of W0.
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Theory of p-adic numbers is one of very actively developing area in mathematics. It has
numerous applications in many branches of mathematics, biology, physics and other sciences
(see for example [1]-[5] and the references therein).

Let Q be the field of rational numbers.
For each fixed prime number p, every rational number x 6= 0 can be represented in the form

x = pr n
m
, where r, n ∈ Z, m is a positive integer, (p, n) = 1, (p,m) = 1.

The p-adic norm of x is given by

|x|p =

{
p−r, for x 6= 0,

0, for x = 0.

The completion of Q with respect to p-adic norm defines the p-adic field which is denoted by
Qp (see [1]).

The algebraic completion of Qp is denoted by Cp and it is called the set of complex p-adic
numbers.

Consider the dynamical system associated with the function f : Cp → Cp defined by

f(x) = axb, a 6= 0, a ∈ Cp, b ∈ Z, (1)

where x 6= 0.
For x ∈ Cp denote by fn(x) the n-fold composition of f with itself:

fn(x) = f(f(f . . . (f︸ ︷︷ ︸
n times

(x))) . . . ).

For arbitrary given x0 and f the trajectory of x0 is the sequence of points

x0, x1 = f(x0), x2 = f 2(x0), x3 = f 3(x0), . . .

We are interested to study the limit limn→∞ xn.
A point x is called a fixed point for f if f(x) = x.
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The function (1) has fixed points xk, k = 1, 2, . . . |b− 1|, which are solutions to xb−1 = 1
a
in

Cp.
For these fixed points we have

|xk|p = α ≡ (|a|p)−1/(b−1). (2)

Thus xk ∈ Sα(0), k = 1, 2, . . . |b− 1|.

We can explicitly calculate fn:
Lemma 1. For any x ∈ Cp \ {0} we have

fn(x) = a
bn−1
b−1 · xbn , n ≥ 1.

For any a ∈ Cp and r > 0 denote

Ur(a) = {x ∈ Cp : |x− a|p < r},

Vr(a) = {x ∈ Cp : |x− a|p ≤ r},

Sr(a) = {x ∈ Cp : |x− a|p = r}.

Lemma 2. If b ∈ Z, b < 0 and α is defined by (2) then the following assertions hold

1. The sphere Sα(0) is invariant with respect to f , (i.e., f(Sα(0)) ⊂ Sα(0));

2. f(Uα(0)) ⊂ Cp \ Vα(0);

3. f(Cp \ Vα(0)) ⊂ Uα(0).

Theorem 1. If b ∈ Z, b < 0 and α is defined by (2). Then

1. if x ∈ Uα(0) then
lim
k→∞

f 2k(x) = 0, lim
k→∞
|f 2k−1(x)|p = +∞.

2. if x ∈ Sα(0) then fn(x) ∈ Sα(0), n ≥ 1.

3. if x ∈ Cp \ Vα(0) then

lim
k→∞
|f 2k(x)|p = +∞, lim

k→∞
f 2k−1(x) = 0.
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DISCRETE TIME OCEAN ECOSYSTEM

Rozikov U.A.1, Shoyimardonov S.K.2

V.I.Romanovskiy Institute of Mathematics, Tashkent, Usbekistan,
1rozikovu@yandex.ru, 2s.shoyimardonov@mathinst.uz.

Let N be the concentration of nitrogen available for uptake, measured as mass per unit
surface area of the ocean, P the concentration of phytoplankton, and Z the concentration of
zooplankton, both measured in the same currency. In [1] the following model of ocean ecosystem
processes is given: 

dN
dt

= aP + bZ − cNP
dP
dt

= cNP − dPZ − aP
dZ
dt

= dPZ − bZ.
(1)

where a, b, c, d ∈ R. In [2] the following discrete time version of (1) is studied:

V :


x(1) = x(1− b+ dy)

y(1) = y(1− a− dx+ cz)

z(1) = z(1− cy) + ay + bx.

(2)

Proposition 1. ([2]) The operator (2) maps S2 to itself if and only if

0 ≤ a ≤ 1, 0 ≤ b ≤ 1, −(1− a) ≤ c ≤ 1 + a, −(1− b) ≤ d ≤ 1− a. (3)

Moreover, under conditions (3) the operator is a 2-Volterra QSO.
For the operator V there are three fixed points with conditions (3):

λ̄0 = (0; 0; 1), λ̄1 =
(

0; 1− a

c
;
a

c
) (c ≥ a, c 6= 0

)
,

and

λ̄2 =

(
cd− ad− bc
d(c+ d)

;
b

d
;
a− b+ d

c+ d

)
, (d > 0, d ≥ b, c ≥ 0, cd− ad− bc ≥ 0).

Let F : Rm → Rm be an operator. Note that Lipschitz constant of the operator F is

l(F ) = supx 6=y
‖Fx− Fy‖
‖x− y‖

where ‖·‖ is some norm in Rm. By the contraction mapping theorem if this norm can be chosen
l(F ) < 1 then F will be strict contraction in this norm and it has unique fixed point which all
trajectories converge to this point.

Proposition 2. If c > a then the operator V is not a strict contraction mapping.
Let us split the simplex S2 into six parts as follows :

P1 = {(x; y; z) ∈ S2| x < x̄, y < ȳ, z > z̄}, P2 = {(x; y; z) ∈ S2| x < x̄, y > ȳ, z > z̄},

P3 = {(x; y; z) ∈ S2| x < x̄, y > ȳ, z < z̄}, P4 = {(x; y; z) ∈ S2| x > x̄, y > ȳ, z < z̄},
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P5 = {(x; y; z) ∈ S2| x > x̄, y < ȳ, z < z̄}, P6 = {(x; y; z) ∈ S2| x > x̄, y < ȳ, z > z̄}.

where
x̄ =

cd− ad− bc
d(c+ d)

, ȳ =
b

d
, z̄ =

a− b+ d

c+ d
=
a+ dx̄

c

are coordinates of the fixed point λ̄2.
Theorem. Let V be the operator defined in (2). For any initial point λ(0) = (x(0); y(0); z(0)) ∈

S2 with x(0) > 0, y(0) > 0 the trajectory λ(n) = V n(λ(0)) of λ(0) rotates along the sets Pi, i = 1, 6
and never goes to the edges x = 0 or y = 0.
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DYNAMICAL SYSTEMS OF A RATIONAL FUNCTION
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To define a discrete-time dynamical system one considers (see [1]) a function f : X → X. For
x ∈ X denote by fn(x) the n-fold composition of f with itself (i.e. n time iteration of f to x):

fn(x) = f(f(f . . . (f︸ ︷︷ ︸
n times

(x))) . . . ).

Definition 1. For arbitrary given x0 ∈ X and f : X → X the discrete-time dynamical
system is the sequence of points

x0, x1 = f(x0), x2 = f 2(x0), x3 = f 3(x0), . . . (1)

Denote the sequence (1), for x = x0, by τ(x) = {xj = f j(x), j = 0, 1, . . . }.
A point x ∈ X is called a fixed point for f : X → X if f(x) = x.
Denote the set of all fixed points by Fix(f).
Definition 2. The limit set ω(x0) of orbit (1) is defined as

ω(x0) = ∩∞j=1[τ(f j(x0)],

where M is the closure of M .
Definition 3.

• A fixed point x∗ of f is attracting or stable if there is an open set (neighborhood) U
containing x∗ such that for all x ∈ U , the orbit τ(x) with initial point x converges to x∗.

• A fixed point x∗ of f is repelling if there is an open set (neighborhood) U containing x∗
such that for any x ∈ U , x 6= x∗, there is some k ≥ 1 such that fk(x) /∈ U .
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The main problem: Given a function f and initial point x0 what ultimately happens with
the sequence (1). Does the limit limn→∞ xn exist? If not what is the set of limit points of the
sequence? Is this set finite or infinite?

The difficulty of the main problem depends on the set X and on the given function f . The
problem is mainly considered in case X ⊂ Rm, m ≥ 1 and when f is a continuous function on
X.

Note that dynamical systems generated by rational (discontinuous) functions are very
important in many problems on biology and physics (see [1]-[4] and references therein).

Here we consider the case X = R and f as a rational function of the form

f(x) =
x+ a

bx+ c
, a, b, c ∈ R, b 6= 0, x 6= −c

b
.

For this function we have Fix(f) = ∅ if (c − 1)2 + 4ab < 0 and Fix(f) = {x1, x2} if
(c− 1)2 + 4ab ≥ 0, where

x1,2 =
1

2b

(
1− c±

√
(c− 1)2 + 4ab

)
.

Denote

P1,2 = |f ′(x1,2)| =

∣∣∣∣∣ 2(c− ab)
1 + 2ab+ c2 ± (1 + c)

√
(c− 1)2 + 4ab

∣∣∣∣∣ .
Note that P1P2 = 1.

Proposition 1. The following assertions hold
1) The fixed point x1 (resp. x2) is repeller if and only if x2 (resp. x1) is attractive.
2) The fixed point x1 is saddle if and only if x2 is saddle.

Consider sequence of vectors (an, bn, cn, dn), n ≥ 0 given by recurrent relations:

an+1 = an + acn

bn+1 = bn + adn

cn+1 = can + bcn

dn+1 = cbn + bdn.

(2)

where (a0, b0, c0, d0) = (1, a, b, c).
Denote

P = {x ∈ R : ∃n ∈ N ∪ {0}, fn(x) = −c
b
}, (3)

The following proposition describes the set P
Proposition 2. The set P is the following

P = {−c
b
} ∪

{
− c

2
n + anbn
bn(1 + cn)

: bn(1 + cn) 6= 0, n ≥ 1

}
,

where (an, bn, cn, dn) are defined in (2).

Theorem 1. If Pi < 1 (for i = 1 or 2) then there is a neighborhood Ui of the fixed point xi
such that

lim
n→∞

fn(x) = xi, for all x ∈ Ui \ P .
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MARTINELLI-BOXNER INTEGRAL FORMULASI VA UNING
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O‘tgan asrning 40- yillarida E.Martinelli va S. Boxner bir-biridan mustaqil ravishda Cn fazodа,
n > 1 bо‘lganda golomorf funksiyalarning kompakt maxsusligini yо‘qotish haqidagi Xartogs
(Osgud–Braun) teoremasini isbotlash davomida kо‘p kompleks о‘zgaruvchili funksiyalar uchun
integral formulani topishgan. Bu formula Matinelli-Boxner integral formulasi deb nomlanadi.
Matinelli-Boxner integral formulasi integral sohaning butun chegarasi bо‘yicha hisoblanadigan
va sohaning kо‘rinishiga bog‘liq bо‘lmagan universal yadroga ega bо‘lgan birinchi integral
formuladir. Ammo n о‘lchamli Cn fazoda, n > 1 bо‘lganda Martinelli-Boxner yadrosi golomorf
funksiya emas, balki garmonik funksiyadir. n о‘lchamli Cn kompleks fazodagiD sohani qaraymiz.

Teorema 1 (Martinelli-Boxner). Agar D soha Cn dagi chegaralangan chegarasi bo‘lakli
silliq soha bo‘lib, f(z) ∈ C(D̄) va f(z) funksiya D sohada golomorf bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
z ∈ D uchun

f(z) =

∫
∂D

f(ς)U(ς, z)

formula o‘rinli, bunda U(ς, z) (n, n− 1) tipdagi

U(ς, z) =
(n− 1)!

(2πi)n

n∑
k=1

(−1)

k−1
ς̄k − z̄k
|ς − z|2n

dς̄ [k] ∧ dς

ko‘rinishdagi tashqi differensial forma va bu yerda

dς̄ [k] = dς̄1 ∧ ... ∧ dς̄k−1 ∧ dς̄k+1 ∧ ... ∧ dς̄n.

n = 1 bo‘lganda bu formula Koshining integral formulasiga aylanadi. Lekin, Koshi formulasidan
farqli ravishda n > 1 bo‘lganda Martinelli-Boxner yadrosi golomorf emas, garmonik funksiyadir.
Shunga qaramasdan, bu formula n > 1 bo‘lganda Cn fazodagi garmonik funksiyalar va golomorf
funksiyalar orasida bog‘lanish o‘rnatadi. Bu formula va uning tadbiqlari ko‘plab olimlar tomonidan
o‘rganib kelinmoqda.

Teorema 2 (Kytmanov A.M.). Agar f(z) funksiya B = B(0, 1) sharda golomorf bo‘lsa
va f ∈ C(B̄) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy z ∈ B uchun∫

S

f(ς)U(ς, z) =

∫
S

f(ς)(1− < ς, z̄ >)(1− |z|2)
−1
P (ς, z)dσ.



64

[2] va [3] ishlarda n+ 1 о‘lchamli kompleks fazo Cn+1 fazoning yuqori yarim fazosi Cn+1
+ da

L∞n+1(R2n+1) vа Lp(R2n+1) funksional fazolardan olingan funksiyalar uchun Martinelli-Boxner
integral formulasi va unga mos integral operatorning spektral xossalari o‘rganilgan. Ushbu ish
analizda muhim o‘rin tutadigan Martinelli-Boxner integral formulasining chegaraviy xossalarini
o‘rganishga bag‘ishlangan.
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STRUCTURE OF THE ESSENTIAL SPECTRUM OF A FAMILY OF 3× 3
OPERATOR MATRICES
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Let us introduce some notations used in this work. Denote by Td the d-dimensional torus,
the cube (−π, π]d with appropriately identified sides equipped with its Haar measure. Let
H0 := C be the field of complex numbers (channel 1), H1 := L2(Td) be the Hilbert space
of square integrable (complex) functions defined on Td (channel 2) and H2 := L2

sym((Td)2)
stands for the subspace of L2((Td)2) consisting of symmetric functions (with respect to the two
variables) (channel 3). The direct sum of spaces H0, H1 and H2 will be denoted by H, that is,
H = H0⊕H1⊕H2. The spaces H0, H1 and H2 are called zero-, one- and two-particle subspaces
of a bosonic Fock space Fs(L

2(Td)) over L2(Td), respectively, and the Hilbert space H is called
the truncated Fock space or the three-particle cut subspace of the Fock space [1].

In the present paper we consider the family of 3 × 3 tridiagonal operator matrices of the
form

A(K) :=

 A00(K) A01 0
A∗01 A11(K) A12

0 A∗12 A22(K)

 , K ∈ Td

in the Hilbert space H. The diagonal matrix entries Aii(K) : Hi → Hi, i = 0, 1, 2 and off-
diagonal matrix entries Aij : Hj → Hi, i < j, i, j = 0, 1, 2 are given by

A00(K)f0 = w0(K)f0, A01f1 =

∫
Td

v0(t)f1(t)dt,

(A11(K)f1)(p) = w1(K; p)f1(p), (A12f2)(p) =

∫
Td

v1(t)f2(p, t)dt,

(A22(K)f2)(p, q) = w2(K; p, q)f2(p, q), fi ∈ Hi, i = 0, 1, 2.

Throughout the paper we assume that the parameter functions w0(·), vi(·), i = 0, 1; w1(·; ·)
and w2(·; ·, ·) are real-valued continuous functions on Td; (Td)2 and (Td)3, respectively. In
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addition, for any fixed K ∈ Td the function w2(K; ·, ·) is a symmetric, that is, the equality
w2(K; p, q) = w2(K; q, p) holds for any p, q ∈ Td.

We introduce so-called channel operator Ach(K) acting in L2(Td) ⊕ L2((Td)2) as a family
of 2× 2 operator matrices

Ach(K) :=

(
A11(K) 1√

2
A12

1√
2
A∗12 A22(K)

)
, K ∈ Td,

and a family of the generalized Friedrichs models Â(K, k) acting in the Hilbert spaceH0⊕H1

as 2× 2 operator matrices

Â(K, k) :=

(
Â00(K, k) Â01

Â∗01 Â11(K, k)

)
,

with matrix elements

Â00(K, k)f0 = w1(K, k)f0, Â01f1 =
1√
2

∫
Td

v1(s)f1(s)ds,

(Â11(K, k)f1)(q) = w2(K; k, q)f1(q), fi ∈ Hi, i = 0, 1.

According to the Weyl theorem, the essential spectrum of the operator Â(K, k) coincides
with the segment [Emin(K, k);Emax(K, k)], where the numbers Emin(K, k) and Emax(K, k) are
defined by

Emin(K, k) := min
q∈Td

w2(K; k, q) and Emax(K, k) := max
q∈Td

w2(K; k, q).

For any fixed K, k ∈ Td we define an analytic function ∆K(k ; ·) (the Fredholm determinant
associated with the operator Â(K, k)) in C \ [Emin(K, k);Emax(K, k)] by

∆K(k ; z) := w1(K; k)− z − 1

2

∫
Td

v2
1(t)dt

w2(K; k, t)− z
.

Introduce the following notations

mK := min
p,q∈Td

w2(K; p, q), MK := max
p,q∈Td

w2(K; p, q),

ΛK :=
⋃
k∈Td

σdisc(Â(K, k)), ΣK := [mK ;MK ] ∪ ΛK .

The definition of the set ΛK and the equality⋃
k∈Td

[Emin(K, k);Emax(K, k)] = [mK ;MK ]

imply the equality ⋃
k∈Td

σ(Â(K, k)) = ΣK .

Let us introduce the following notations:

E
(l)
min(K) := min {ΛK ∩ (−∞;mK ]} , E(r)

max(K) := max {ΛK ∩ [MK ; +∞)} .
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Theorem. Let K ∈ Td be a fixed and min
k∈Td

∆K(k;mK) ≥ 0. Then for the essential spectrum

of A(K) the following equality

σess(A(K)) =


[mK ;MK ] , if max

k∈Td
∆K(k ;MK) ≤ 0;[

mK ;E
(r)
max(K)

]
, if min

k∈Td
∆K(k ;MK) ≤ 0 and max

k∈Td
∆K(k ;MK) > 0;

[mK ;MK ] ∪ [E
(r)
min(K);E

(r)
max(K)], if min

k∈Td
∆K(k ;MK) > 0;

For the cases min
p,q∈Td

4K(k;mk) ≤ 0, max
p,q∈Td

4K(k;mk) > 0 and max
p,q∈Td

4K(k;mk) < 0, one

can formulate similar assertions.
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Let T3 = (−π, π]3 be the three dimensional torus (Brillion zone) and let L2(T3) be the Hilbert
space of square-integrable functions defined on the torus T3.We define the two particle discrete
Shrödinger operator as wollows:

Hµ(K) = H0(K) + µV,

here H0(K) is a multiplication operator in L2(T3) by the function EK(p), i.e.

(H0(K)f)(p) = EK(p)f(p), f ∈ L2(T3), where

EK(p) = ε(p) +
1

2
ε(K − p), ε(p) =

3∑
i=1

(1− cos p(i)), p = (p(1), p(2), p(3)) ∈ T3.

V is an integral operator:

(V f)(p) =
1

(2π)3

∫
T3

f(q)dq, f ∈ L2(T3).

The perturbation V is positive operator of finite rank. Thus, by the well-known Weyl theorem
[1] the essential spectrum fills the following segment on the real axis:

σess(Hµ(K)) = σess(H
0(K)) = [Emin(K), Emax(K) ],

Emin(K) = min
p∈T3

EK(p), Emax(K) = max
p∈T3

EK(p)
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We define the following number (using convergent integral)

ν(K) =
1

(2π)3

∫
T3

dq

Emax(K)− EK(q)

For any µ > 0 we set:

M<(µ) = {K ∈ T3 : 1− µν(K) < 0}
M=(µ) = {K ∈ T3 : 1− µν(K) = 0}
M>(µ) = {K ∈ T3 : 1− µν(K) > 0}.

Let
µ0 =

1

ν(K)

for some K ∈ T3.
The main result is the following theorem
Theorem. For any K ∈M<(µ0) the operator Hµ0(K) has a unique eigenvalue Eµ0(K) lying

outside the essential spectrum σess(Hµ0(K)) and this eigenvalue is even real analytic inM<(µ0),
as well as satisfies the following condition Emax(K) < Eµ0(K) < Emax(0), K 6= 0. Furthermore

ψµ0,K(·) =
µ0 · c

Eµ0(K)− EK(·)
, c = constant

is real analytic as function ψµ0,K : M<(µ0) −→ L2(T3).
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We study maximal operators defined by

Mf(y) := sup
t>0
|Atf(y)|,

where
Atf(y) :=

∫
S

f(y − tx)ψ(x)dS(x)

is the averaging operator, S is a hypersurface in Rn+1, ψ is a fixed non-negative smooth function
with compact support, that is, ψ ∈ C∞0 (Rn+1) and f ∈ C∞0 (Rn+1).

Let us given singular surface S1 ⊂ R3 defined by the parametric equations

x1(u1, u2) = ua1
1 u

a2
2 g1(u1, u2), x2(u1, u2) = ub11 u

b2
2 g2(u1, u2), x3(u1, u2) = 1 + uc11 u

c2
2 g3(u1, u2),
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where u1 ≥ 0, u2 ≥ 0 and a1, a2, b1, b2, c1, c2 are non-negative rational numbers,
{gk(u1, u2)}3

k=1 are fractional power series, satisfying conditions gk(0, 0) 6= 0.
A definition of fractional power series is already in [1].
For S1 we define the averaging operator Atf in the following way

Aµt f(y) =

∫
R2
>0

f
(
y1 − tx1(u1, u2), y2 − tx2(u1, u2), y3 − t(1 + x3(u1, u2))

)
×

×ψ1(u1, u2)ud1
1 u

d2
2

√
µ(u1, u2)du1du2,

where µ(u1, u2) is a fractional power series, 0 ≤ ψ1

(
u1, u2) = ψ

(
x1(u1, u2), x2(u1, u2), 1 +

x3(u1, u2)
)
and ψ1 ∈ C∞0 (R2), d1, d2 ∈ R, f ∈ C∞0 (R3). The corresponding maximal operator is

defined by
Mµf(y) := sup

t>0
|Aµt f(y)|, y ∈ R3.

We use the following denotions

B =

∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ , B1 =

∣∣∣∣ b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣ , B2 =

∣∣∣∣ a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣ .
Theorem. Let {gi(u1, u2)}3

i=1 be fractional power series in a small neighborhood of the
origin in R2, satisfying conditions gi(0, 0) 6= 0 and µ(0, 0) 6= 0, d1 > −1, d2 > −1, B 6=
0,B1 6= 0,B2 6= 0. Then there exists a sufficiently small neighborhood U of the origin in R2,
such that for every function ψ1 ∈ C∞0 (U) the maximal operator Mµf is bounded on Lp(R3)
whenever p > max{c1(d1 + 1)−1, c2(d2 + 1)−1, 2}. Moreover, if ψ1(0, 0) > 0 and max{c1(d1 +
1)−1, c2(d2 + 1)−1} > 2, then the maximal operator Mµf is unbounded on Lp(R3) whenever
2 < p ≤ max{c1(d1 + 1)−1, c2(d2 + 1)−1}.
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IKKI ZARRACHALI DISKRET SHREDINGER OPERATORI XOS QIYMATI
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T3 ≡ (−π, π]3-uch o’lchamli tor, L2(T3) esa T3 da aniqlangan kvadrati bilan integrallanuvchi
funksiyalar gilbert fazosi bo’lsin. Panjarada kontakt ta’sirlashuvchi ikki zarrachali sistemaga
mos hµ,γ(k),k ∈ T3 Shryodinger operatori L2(T3) fazoda quyidagicha aniqlanadi:

hµ,γ(k) = h0,γ(k)− µϑ,
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bunda
(h0,γ(k)f)(p) = εk,γ(p)f(p)

εk,γ(p) = ε(p) + γε(k− p),

ε(p) =
3∑
i=1

(1− cospi), p = (p1, p2, p3) ∈ T3,

(ϑf)(p) =

∫
T3

f(s)ds

Bu yerda µ > 0 -zarrachalar o’zaro ta’sir energiyasi,γ > 0 -zarrachalar massalar nisbati. Muhim
spektr turg’unligi haqidagi Veyl teoremasiga ko’ra hµ,γ(k) operatorning muhim spektri h0,γ(k)
operatorning spektri σ(h0,γ(k)) bilan ustma-ust tushadi, ya’ni:

σess(hµ,γ(k)) = σ(h0,γ(k)) = [εmin,γ(k), εmax,γ(k)],

bunda

εmin,γ(k) = min
q∈T3

εk,γ(q) = 3(1 + γ)−
3∑
i=1

√
1 + 2γ cos ki + γ2

εmax,γ(k) = max
q∈T3

εk,γ(q) = 3(1 + γ) +
3∑
i=1

√
1 + 2γ cos ki + γ2

Faraz qilaylik

µ0(γ) = (1 + γ)(

∫
T3

dq
ε(q)

)−1

bo’lsin. Yuqoridagi integral ostidagi funksiya q = 0 nuqtada aynimagan minimumga ega
bo’lganligi uchun ushbu integral chekli bo’ladi.

Teorema 1.Faraz qilaylik µ > µ0(γ) va γ > 0 bo’lsin.U holda ixtiyoriy k ∈ T3 uchun hµ,γ(k)
operator muhim spektrdan quyida yagona oddiy zµ,γ(k) xos qiymatga ega.

Teorema 2. Ixtiyoriy γ > 0 va µ > 3(1 + γ) uchun quyidagi baho o’rinli:

−µ+ 3(1 + γ)− 9(1 + γ)2

µ
< zµ,γ(0) ≤ zµ,γ(p) ≤ zµ,γ(π) < −µ+ 3(1 + γ),

bunda 0 = (0, 0, 0) ∈ T3, π = (π, π, π) ∈ T3.
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Following [1]-[2], denote by S the set of all possible kinds of stochasticity and denote by M
the set of all possible multiplication rules of cubic matrices.

Denote R+ = {x ∈ R : x ≥ 0} and by M[s,t] =
(
P

[s,t]
ijk

)
m−1

i,j,k=1
a cubic matrix with two

parameters.
A cubic matrix P = (pijk)

m
i,j,k=1 is called (1, 3)-stochastic if

pijk ≥ 0,
m∑

i,k=1

pijk = 1, for all j.

Definition. A family {M[s,t] : s, t ∈ R+} is called a Markov process of cubic matrices (or
a quadratic stochastic process (QSP) of type (13|µ) if for each time s and t the cubic matrix
M [s,t] is stochastic in sense (1, 3) ∈ S and satisfies the Kolmogorov-Chapman equation (for
cubic matrices):

M[s,t] =M[s,τ ] ∗µM[τ,t], for all 0 ≤ s < τ < t

with respect to the multiplication µ ∈M.
The elements of the matrixM[s,t] can be renumbered as

M[s,t] =
(
P

[s,t]
ijk

)
m−1

i,j,k=0
.

Let f(s, t) = 1
4

(
Φ(t)
Φ(s)

+ 1
)
, where Φ is an arbitrary function with Φ(s) 6= 0;

M[s,t] =

(
f(s, t) f(s, t) f(s, t) 1− 3f(s, t)

1
2
− f(s, t) 1

2
− f(s, t) 1

2
− f(s, t) 3f(s, t)− 1

2

)

The matricesM[s,t], s, t ∈ N, s < t generate a discrete-time QSP of type (13|µ).
Let us give the time behavior of the distribution x(t) = (x

(t)
0 , x

(t)
1 ) ∈ S1. Fix s ≥ 0 and by

take a vector x(s) = (x
(s)
0 , x

(s)
1 ) ∈ S1.

For fixed s ≥ 0, given vector x(s) and any t > s, we get

x
(t)
0 =

(
1

2
+

Φ(t)

4Φ(s)

)
x

(s)
0 +

(
1

2
− Φ(t)

4Φ(s)

)
x

(s)
1 ,

x
(t)
1 =

(
1

2
− Φ(t)

4Φ(s)

)
x

(s)
0 +

(
1

2
+

Φ(t)

4Φ(s)

)
x

(s)
1 .

The time behavior of x(t) depends on function Φ (which by our assumption satisfies −1/3 ≤
Φ(t)/Φ(s) ≤ 1/3). If for example, Φ is such that

lim
t−s→∞

Φ(t)

4Φ(s)
= ω, with ω ∈ [− 1

12
,

1

12
]. (1)

In case when the limit (1) does not exists then limit of x(t) does not exist too.
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В этой работе рассматриваются связанные состояния гамильтониана Ĥ системы двух
бозонов на трехмерной решетке Z3 c цилиндрическим потенциалом v̂. Мы изучаем дис-
кретный спектр семейства операторов Шредингера H(k),k ∈ T3, соответствующий га-
мильтониану Ĥ в инвариантном подпространстве L123.

Полный гамильтониан Ĥ действует в гильбертовом пространстве `sym2 (Z3 ⊗ Z3) и со-
стоит из разности свободного гамильтониана Ĥ0 и потенциала взаимодействия V̂2 двух
частиц (см.[1],[2]) т.е.

Ĥ = Ĥ0 − V̂2.

Переход в импульсное представление осуществляется с помощью преобразования Фу-
рье. Гамильтониан H в импульсном представлении разлагается в прямой интеграл (см.
[3])

H =

∫
T3

⊕H̃(k)dk.

Слой H̃(k) оператора H унитарно эквивалентен оператору H(k) := H0(k) − V, который
называется оператором Шредингера. Операторы H0(k) и V действуют в гильбертовом
пространстве Le2(T3) := {f ∈ L2(T3) : f(−q) = f(q)} по формулам:

(H0(k)f)(p) = εk(p)f(p), εk(p) =
3∑
j=1

2(1− cos
kj
2

cos pj),

(V f)(p) = (2π)−
3
2

∫
T3

v(q− s)f(s)ds, v(q) = (F v̂)(q),

Относительно потенциала v̂ предполагается, что

v̂(n) = v̂(n1, n2, n3) = { v̄(|n|), |n1|+ |n2| ≤ 1
0, |n1|+ |n2| ≥ 2,

(1)

где |n| = |n1|+ |n2|+ |n3| и v̄ : Z+ → R убывающая функция на Z+ := N∪{0} и v̄ ∈ `2(Z+).
Носитель потенциала v̂ совпадает с множеством D :

D = {n = (n1, n2, n3) ∈ Z3 : n3 ∈ Z, |n1|+ |n2| ≤ 1}.
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При условии (1), V является оператором Гильберта-Шмидта, в частности, компактным
оператором. Поэтому в силу теоремы Вейля, существенный спектр оператора H(k) совпа-
дает со спектром оператора H0(k). Если k = (π, π, π), тогда спектр оператора H(π, π, π) =
6I − V состоит из собственных значений вида 6 − v̄(n), n ∈ Z+ и существенного спектра
{6}.

Сначала мы найдем инвариантные подпространства относительно оператора H(k).
Гильбертово пространство Le2(T3) можно представить в виде прямой суммы

Le2(T3) = L123 ⊕ L⊥123, L123 := L+
2 (T)⊗ L+

2 (T)⊗ L+
2 (T),

где L+
2 (T) = {f ∈ L2(T) : f(−q) = f(q)}− подпространство, состоящий из четных функций

на T = [−π, π].
Лемма 1. Пусть потенциал v̂ имеет вид (1). Тогда подпространство L123 являeтся

инвариантным относительно оператора H(k).
Обозначим через H123(k) сужение оператора H(k) в инвариантном подпространстве

L123. Мы изучаем собственные значения и собственные функции оператора H123(k) :=
H(k)|L123 .

Система функций ψ+
0 (q) = 1√

2π
, ψ+

n (q) = cosnq√
π
, n ∈ N образует ортонормированный

базис в L+
2 (T). Обозначим через L(n), n ∈ Z+− одномерное подпространство натянутое на

вектор ψ+
n . При этом L+

2 (T) разлагается в прямую сумму

L+
2 (T) =

∞∑
n=0

⊕L(n). (2)

Разложение (2) порождает разложение

L123 = L++
2 (T2)⊗

∞∑
n=0

⊕L(n) =
∞∑
n=0

⊕R(n),

где R(n) = L++
2 (T) ⊗ L(n), L++

2 (T) = L+
2 (T)⊗ L+

2 (T).
Лемма 2. Пусть потенциал v̂ имеет вид (1), то для любого n ∈ Z+ подпространство

R(n) является инвариантным относительно оператора H123(k1, k2, π).

Несложные вычисления показывает, что сужение H(n)
123(k1, k2, π) := H123(k1, k2, π)|R(n)

оператора H123(k1, k2, π) можно представить в виде тензорного произведения:

H
(n)
123(k1, k2, π) = [2I +H0(k1, k2)− V (n)

123 ]⊗ I. (1)

Здесь I− единичный оператор, H0(k1, k2)− оператор умножения на функцию εk(p) =

4− 2 cos k1

2
cos p1 − 2 cos k2

2
cos p2, а H

(n)
123(k1, k2) := 2I +H0(k1, k2)− V (n)

123− двумерный двух-
частичный оператор, действующий в L++

2 (T2) по формуле:

(H
(n)
123f)(p) = (2 + εk(p))f(p)− 1

4π2

∫
T2

[v̄(n) + 2v̄(n+ 1)(cos p1 cos q1 + cos p2 cos q2)]f(q)dq.

Лемма 3. Для любого n ∈ Z+ оператор H
(n)
123(k1, k2) имеет хотя бы одно собственное

значение, лежащее слева от существенного спектра.
Теорема. Для любого (k1, k2) ∈ [−π, π]2 оператор H123(k1, k2, π) имеет бесконечное

число собственных значений ниже существенного спектра.
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О ДИНАМИКЕ ОДНОГО СЕПАРАБЕЛЬНОГО КУБИЧЕСКОГО
СТОХАСТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА
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Одна из основных задач в исследовании динамической системы состоит в изучении эво-
люции ее состояния. Эволюцию популяции можно изучать с помощью динамической си-
стемы нелинейного оператора [1]. Квадратичные операторы привлекают внимание специа-
листов в различных областях математики и ее приложений. В последнее время с большим
интересом изучается динамика сепарабельных квадратичных стохастических операторов.
В работе [2] поставлена задача изучения функции Ляпунова сепарабельных квадратичных
стохастических операторов. В [3] доказано, что нелинейный Вольтерровский квадратич-
ный стохастический оператор не является сепарабельным квадратичным стохастическим
оператором. В работе [4] была изучена динамика одного сепарабельного кубического сто-
хастического оператора.

Пусть E = {1, 2, ...,m}. Множество

Sm−1 =

{
x = (x1, ..., xm) ∈ Rm : xi ≥ 0, ∀i ∈ E,

m∑
i=0

xi = 1

}
(1)

называется (m− 1) мерным симплексом.
Кубический стохастический оператор (КСО) W : Sm−1 → Sm−1 имеет вид

W : x′l =
m∑

i,j,k=1

Pijk,lxixjxk, l ∈ E, (2)

где

Pijk,l = Pkij,l = Pikj,l = Pkji,l = Pjik,l = Pjki,l ≥ 0,
m∑
l=1

Pijk,l = 1 ∀i, j, k ∈ E. (3)

В настоящей работе мы рассмотрим КСО (2) с дополнительными свойствами:

Pijk,l =
ailbjlckl + aklbilcjl + ailbklcjl + aklbjlcil + ajlbilckl + ajlbklcil

6
, (4)

где ail, bjl, ckl ∈ R-элементы квадратичных матриц A = (ail), B = (bjl) и C = (ckl).
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Тогда КСО W , соответствующий матрицам имеет вид:

x′l = (A(x))l · (B(x))l · (C(x))l, l ∈ E, (5)

где

(A(x))l =
m∑
i=1

ailxi, (B(x))l =
m∑
j=1

bjlxj, (C(x))l =
m∑
k=1

cklxk. (6)

Определение 1. Пусть A = (ail) , B = (bjl) и C = (ckl)- заданные m ×m квадратич-
ные матрицы. Если оператор (5) является КСО, то КСО (5) называется сепарабельным
кубическим стохастическим оператором (СКСО) и обозначается через W = (A,B,C).

Мы рассмотрим трехмерные матрицы:

A =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 , B =

 1
2b

1
2

1
2

1 1 1
0 1 1

 , C =

 b 1− c c
b 1 0
b 1 0

 . (7)

где b > 0, c ∈ [0, 1]. Легко проверить, что W = (A,B,C) является кубическим стохастиче-
ским оператором на S2.

Следовательно, по определению 1, оператор W = (A,B,C) является сепарабельным
кубическим стохастическим оператором. Неподвижная точка СКСО W = (A,B,C) есть
решение уравнение W (x) = x.

Предложение 1. Для любых c ∈ [0, 1] и b > 0 CКСO W = (A,B,C) имеет единствен-
ную неподвижную точку x∗ = e2 = (0, 1, 0).

Предложение 2. Неподвижная точка x∗ = e2 СКСО W = (A,B,C) являются притя-
гивающей.

Определение 2. Множество предельных точек траектории точки x(0) ∈ Sm−1 назы-
вается ее предельным множеством и обозначается через ω(x(0)).

Теорема 1. При любой начальной точка x(0) ∈ Sm−1 для СКСО W = (A,B,C) имеет
место равенство ω(x(0)) = {e2}.

Следствие 1. Неподвижная точка e2 СКСО W = (A,B,C) является глобальной при-
тягивающей точка.
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Пусть T1 одномерный тор, т.е. куб (−π, π] соответствующим отождествлением проти-
воположных граней и L2(T1, η)- гильбертовo пространство квадpатично-интегpиpуемых
функций на T1 с мерой Хаара η(dp) = dp

2π
.

В работе рассматривается двухчастичный оператор HA(k), k ∈ T1 отвечающий опе-
ратору энергии s− d обменной модели, которая содержит спин-спиновое взаимодействие
между локализованными спинами и электронами проводимости с константой связи (об-
менным параметром) A > 0. Данная обменная модель, которая является решетчатым
аналогом модели Ли - простейшей модели в квантовой теории поля [1], на строгом мате-
матическом уровне описана в [2], а в [3] обсуждены физические результаты вытекающие из
этой модели. Мы докажем существование единственного собственного значения оператора
HA(k).

HA(k), k ∈ T1 двухчастичный дискретный оператор Шредингера, ассоциированный га-
мильтонианом системы двух произвольных частиц, взаимодействующих с помощью пар-
ного контактного потенциала A > 0. Оператор HA(k), k ∈ T1, действует в гильбертовом
пространстве L2(T1, η) по формуле

HA(k) = H0(k) +
A

2
V,

где H0(k)− оператор умножения на функцию Ek:(H0(k)f)(q) = Ek(q)f(q), f ∈ L2(T1, η),
где Ek(q) = ε(q) + ε(k− q)−AS, S > 0, ε(q) = 1− cos q и V− интегральный оператор ранга
один: (V f)(q) =

∫
T1

f(q)η(dq), f ∈ L2(T1, η).

Оператор возмущения V компактный, тогда из теоремы Г. Вейля [4] существенный
спектр оператора HA(k) совпадает с существенным спектром оператора H0(k), т.е.

σess(HA(k)) = σess(H0(k)) = σ(H0(k)) = [εmin(k), εmax(k)].

εmin(k) := min
q∈T1

εk(q) = 2(1− cos
k

2
)− AS, εmax(k) := max

q∈T1
εk(q) = 2(1 + cos

k

2
)− AS,

Теорема. Для любых A > 0 и k ∈ (−π, π) оператор HA(k) имеет единственное соб-
ственное значение EA(k) на полуоси (εmax(k),+∞).
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Пусть τ k = (V, L) — есть дерево Кэли порядка k, k ≥ 1, т.е бесконечное дерево, из
каждой вершины которого выходит равно k + 1 ребер, где V — множество вершин, L —
множество ребер τ k.

Известно, что τ k можно представить как Gk — свободное произведение k + 1 цикличе-
ских групп второго порядка (см.[1]).

Для произвольной точки x0 ∈ V положим Wn = {x ∈ V |d(x0, x) = n}, Vn =
n⋃

m=0

Wm, где

d(x, y) — расстояние между x и y на дереве Кэли, т.е. число ребер пути, соединяющего x
и y .

Мы рассмотрим модель, где спиновые переменные принимают значения из множества
Φ = {1, 2, . . . , q}, q ≥ 2 и расположены на вершинах дерева. Тогда конфигурация σ на V
определяется как функция x ∈ V → σ(x) ∈ Φ; множество всех конфигураций совпадает с
Ω = ΦV . Пусть Ωn = ΦVn обозначает пространство конфигураций, определенных на Vn.

Гамильтониан модели Поттса определяется как

H(σ) = −J
∑
〈x,y〉∈L

δσ(x)σ(y), (1)

где J ∈ R, 〈x, y〉— ближайшие соседи и δij — символ Кронекера. Определим конечномерное
распределение вероятностной меры µ в объеме Vn как

µn(σn) = Z−1
n exp

{
−βHn(σn) +

∑
x∈Wn

hxσ(x)

}
, (2)

где σn ∈ Ωn, β = 1/T , T > 0 — температура, hx ∈ Rq−1, Z−1
n — нормировочный множитель,

Теорема 1. [1] Меры (2) удовлетворяют условию согласования тогда и только тогда,
когда для всех x ∈ V \ {x0} имеет место следующее:

hx =
∑
y∈S(x)

F (hy, θ), (3)

где функция F : h = (h1, . . . , hq−1) ∈ Rq−1 → F (h, θ) = (F1, . . . , Fq−1) ∈ Rq−1 определяется
формулами

Fi = ln

(
(θ − 1)ehi +

∑q−1
j=1 e

hj + 1

θ +
∑q−1

j=1 e
hj

)
, θ = exp(Jβ).

Каждому решению hx функционального уравнение (3) соответствует одна мера Гиббса
и наоборот.

При произвольных k и q трансляционно-инвариантные меры Гиббса для модели Поттса
изучены в работе [2].

В случае k = 3, q = 3 для трансляционно-инвариантной совокупности векторов из (3),
получим следующую систему уравнений:{

h1 =
∑

y∈S(x) ln θeh1+eh2+1
θ+eh1+eh2

,

h2 =
∑

y∈S(x) ln θeh2+eh1+1
θ+eh1+eh2

.
(4)

Учитывая, что k = 3 получим следующую систему уравнений:{
h1 = 3 ln θeh1+eh2+1

θ+eh1+eh2
,

h2 = 3 ln θeh2+eh1+1
θ+eh1+eh2

.
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Известно, что эта система имеет следующие решения (см.[2]):

(h
(i)
1 , 0), (0, h

(i)
1 ), (−h(i)

1 ,−h
(i)
1 ), (0, 0), i = 1, 2,

где

h
(i)
1 = 3 ln xi, x1 =

2
√
θ2 + θ − 2

3
cos(

1

3
arctan

3
√

3θ4 + 24θ3 + 18θ2 − 120θ − 249

2θ3 + 3θ2 − 12θ − 47
− π

3
) +

θ − 1

3
,

x2 =
2
√
θ2 + θ − 2

3
cos(

1

3
arctan

3
√

3θ4 + 24θ3 + 18θ2 − 120θ − 249

2θ3 + 3θ2 − 12θ − 47
+
π

3
) +

θ − 1

3
. (5)

В этой работе для модели Поттса с помощью трансляционно-инвариантной меры Гибб-
са на дереве Кэли порядка три (k0 = 3) по аналогию с конструкциями из [3], [4] докажем
существование новых мер Гиббса на дереве Кэли седьмого порядка, которых также назо-
вем (3)-трансляционно-инвариантными мерами Гиббса.

Доказана следующая теорема.
Теорема 2. Для модели Поттса на дереве Кэли порядка k = a + b + 3, a, b ∈ N при

q = 3 и θ ∈ B(a, b) существуют не менее шести (3)-трансляционно-инвариантных мер
Гиббса.

Замечание: В работе [5] доказана существование (2)-трансляционно-инвариантных
мер Гиббса на дерево Кэли пятого порядка. Отметим, что (3)-трансляционно-инвариантных
мер Гиббса отличается от (2)-трансляционно-инвариантных мер Гиббса
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О ФОРМУЛЕ КОШИ-ФАТАПЬЕ В ЭЛЛИПИСОИДЕ
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В многомерном комплексном анализе интегральные формулы являются мощным кон-
структивным аппаратом, и эти формулы широко используются для голоморфного продол-
жения функций. Примеры включают многократную интегральную формулу Коши для
поликруга, формулу Мартинелли-Бохнера и Лере для шар в пространстве Cn (см. [1-3]),
формулу Вейля для полиэдра в этом пространстве и интегральные формулы Бохнера–Хуа
Ло-кена для классических областей по классификации Э.Картана (см. [4]).
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Интегральная формула, открытая Ж.Лером в начале второй половины прошлого ве-
ка и получившая название Коши–Фантапье, является очень общей формулой, которая
содержит все наиболее употребляемые интегральные формулы, зависит от неизвестной
функции, связанной с областью, т.е. у этой формулы неизвестное ядро. Напомним, что
интегральную формулу Коши–Фантапье: для любой области D ⊂ Cn с кусочно гладкой
границей и любой функции f (z) ∈ O (D) ∩ C

(
D̄
)
верна интегралная формула

f(z) =
(n− 1)!

(2πi)n

∫
∂D

f(ζ)
δ(λ(ζ)) ∧ dζ
〈ζ − z, λ(ζ)〉n

.

Здесь λ(ζ) - произвольная гладкая вектор - функция на ∂D такая, что

〈ζ − z, λ(ζ)〉 6= 0 для всех z ∈ D и ζ ∈ ∂D, dζ = dζ1 ∧ dζ2 ∧ . . . ∧ dζn,

ζ − z = (ζ1 − z1, ζ2 − z2, . . . , ζn − zn), δ(w) =
n∑
ν=1

(−1)ν−1wνdw[ν] ,

dw[ν] = dw1 ∧ dw2 ∧ ... ∧ dwν−1 ∧ dwν+1 ∧ ... ∧ dwn, 〈z, w〉 =
n∑
ν=1

zνwν .

Несмотря на большую общность формулы Коши - Фантапье, вопрос об отыскании
интегральных представлений с голоморфным ядром для конкретных областей из Cn не
снимается. В докладе приводятся с помощью (1) полученные интегральные формулы с
голоморфными ядрами для эллипсоида = (R1, R2, ..., Rn) из Cn:

= (R1, R2, ..., Rn) =

{
z ∈ Cn :

|z1|2

R2
1

+
|z2|2

R2
2

+ ...+
|zn|2

R2
n

< 1

}
.
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ДИНАМИЧЕСКИХ РАЗБИЕНИЙ
ОКРУЖНОСТЕЙ

Каримов Ж.Ж.
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Настоящая работа посвящена изучению некоторые свойства динамических разбиений
для отображений окружности c изломом и иррациональным числом вращения.

Мы рассмотрим ренормгрупповое преобразование в пространстве гомеоморфизмов окруж-
ности с одной точкой излома и с числом вращения ρ = [k, k, . . . , k, . . .] = −k+

√
k2+4

2
, k ≥ 1.
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Преобразование ренормгруппы в пространстве гомеоморфизмов окружности с излома-
ми и алгебраическим числом вращения имеет периодическую орбиту [1]. Обозначим через
Xb множество пар строго возрастающих функций (f(x), x ∈ [−1, 0], g(x), x ∈ [0, α]), удо-
влетворяющих следующим условиям:
a) f(0) = α, g(0) = −1; б) f(g(0)) = f(−1) < 0;
в) f(−1) = g(α); г) f (2)(g(0)) ≥ 0;
д) f(x) ∈ C2+ε([−1, 0]), g(x) ∈ C2+ε([0, α]) для любого ε > 0.
Условия а)–в) позволяют при помощи (f, g) ∈ Xb построить гомеоморфизм окружности
[−1, α) по формуле:

Tf,g(x) =

{
f(x), если x ∈ [−1, 0),

g(x), если x ∈ [0, α).

Обозначим через Xb(ρ) подмножество, состоящее из таких пар (f, g) ∈ Xb, что число
вращения ρ = [k, k, . . . , k, . . .].

Определим преобразование ренормгруппы Rb : Xb(ρ)→ Xb(ρ) по формуле [2]:

Rk(f(x), g(x)) = (f̃(x), x ∈ [−1, 0]; g̃(x), x ∈ [0, α′]),

где
f̃(x) = −α−1f(g(−αx)), g̃(x) = −α−1f(−αx), α′ = −α−1f(−1).

Определим величину излома: c =
√

f ′(−0)
f ′(+0)

. В работе [1] доказано, что при фиксиро-
ванном c преобразование Rk в подмножестве Xb(ρ) имеет единственную периодическую
траекторию {fi(x, ci), gi(x, ci), i = 1, 2} периода два. Это означает, что

Rk(f1(x, c1), g1(x, c1)) = (f2(x, c2), g2(x, c2)),

Rk(f2(x, c2), g2(x, c2)) = (f1(x, c1), g1(x, c1)).

Функции fi(x, ci) и gi(x, ci), i = 1, 2, имеют вид:

fi(x, ci) =
(αi + cix)βi

βi + (βi + αi − ci)x
, gi(x, ci) =

αiβi(xi − ci)
αiβici + (ci − αi − ciβi)x

,

где

α1 =
c− β2

0

1 + β0

, α2 =
c−1 − β2

0

1 + β0

, c1 = c, c2 = c−1, β1 = β2 = β0,

β0 — единственный корень уравнения

β4 − β3 − β2 (c+ 1)2

c
− β + 1 = 0,

принадлежащий интервалу (0, 1).
Отождествляя концы полуинтервалов [−1, αi), i = 1, 2 получаем окружности Si, i =

1, 2. Теперь при помощи (fi, gi), i = 1, 2 определим гомеоморфизмы окружности Ti : Si →
Si по формуле:

Ti(x) =

{
fi(x, ci) если x ∈ [−1, 0),
gi(x, ci) если x ∈ [0, αi)

Ниже мы описываем свойства гомеоморфизма T1 окружности S1. Гомеоморфизм T1

имеет изломы в точках x0 и x1 = T1(x0) и произведение величин изломов в этих точках



80

равно c1. Гомеоморфизм T1 переобозначим через Tb. Пара функций (f1(x, c), −1 ≤ x ≤
0; g1(x, c), 0 ≤ x ≤ α1) является неподвижной точкой преобразования R2

k = Rk ◦Rk.
Обозначим через pn

qn
, n ≥ 1, n-ую подходящую дробь ρ. Числа qn удовлетворяют следу-

ющему разностному уравнению

qn+1 = qn + qn−1, q0 = 1, q1 = 1.

Числа qn называются числами Фибоначчи. Возьмем произвольную точку x0 ∈ S1 и рас-
смотрим ее орбиту OT (x0) = {x0, x1 = T (x0) x2 = T 2(x0), , ..., xn = T n(x0), ...}. При по-
мощи орбиты OT (x0) определим последовательность {Pn(x0), n ≥ 1} динамических раз-
биений окружности. Разбиение Pn(x0) получается при помощи части орбиты точки x0 :

{xi, 0 ≤ i ≤ qn + qn+1− 1}. Для каждого n ≥ 1 обозначим через ∆
(n)
0 (x0) отрезок, соединя-

ющий точек x0 и xqn .
Положим ∆

(n)
i (x0) = T i(∆

(n)
0 (x0)), i ≥ 0. Тогда разбиение Pn(x0) состоит из системы

отрезков {∆(n)
i , 0 ≤ i < qn+1} и {∆(n+1)

j , 0 ≤ j < qn}. Разбиение Pn(x0) называется n-ым
динамическим разбиением окружности.

Обозначим xn := T nb (x0), n ≥ 1. Из утверждения леммы 1 в [2] вытекает, что

xq2n = −βn0 , xq2n+1 = T
q2n+1

b (x0) = T
q2n−1

b (T q2nb (0)) = βn−1
0 f1(−β0).

Теперь мы будем изучать орбиту точки излома x0 = 0, т.е. {xi, i ≥ 0}.
Теорема 1. Для любого m ≥ 1 разбиение Pm+2n∩ [xq2n , xq2n+1 ] отличается от разбиения

Pm ∩ [−1, α1] растяжением в βn0 раз.
Теорема 2. Для любого m ≥ 1 разбиение Pm+2n ∩ [xq2n , xq2n−1 ], n ≥ 1, отличается от

разбиения Pm+1 ∩ [−β0, α1] только растяжением в βn−1
0 раз.
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Предварительные сведения и выбор расширения

Гамильтониан (оператор энегии) рассматриваемой двухчастичной системы задается
как некоторое расширение h̃ следующего симметрического оператора h̃0, действующего
в гильбертовом пространстве L2(R) по формуле

h̃0 = − 1

2m
(∆φ)(x) (1)
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и определенного на множестве функций

D(h̃0) = {φ ∈ L2, φ(±x0) = 0}, x0 ∈ R, (2)

где ∆-оператор Лапласа. После соответствующего преобразования Фурье оператор перей-
дет в оператор

(h̃0f)(p) =
1

2m
p2f(p), (3)

на множествеD(h̃0) ⊂ L2(R) функций f(p) , удовлетворяющих условиям:∫
R

p4 | f(p) |2 dp <∞,
∫
R

e±ix0pf(p) dp = 0 (4)

Лемма 1. Для любого z ∈ Π0 = C1 \ [0; ∞) дефектное подпространство оператора
h̃0 состоит из функций вида

g(p) =
c1e

ix0p + c2e
−ix0p

p2 − z
(5)

Лемма 2. Область определения D(h∗0) оператора h∗0 состоит из функций вида

g(p) = f(p) +
c1e

ix0p + c2e
−ix0p

p2 + 1
+
d1e

ix0p + d2e
−ix0p

(p2 + 1)2
(6)

где f ∈ D(h0), c1, c2, d1, d2 ∈ C1. Оператор h∗0 действует на функцию g вида (6 ) по формуле

h∗0g(p) = p2g(p)− c1e
ix0p − c2e

−ix0p,

где c1, c2 - константы взятая из разложении (6) функции g.
Теперь выберем расширения оператора h0 . Ставим соответствие множествоD(hε), D(h0) ⊂

D(hε) ⊂ D(h∗0) , следующим образом:

D(hε) =

{
g(p) = f(p) +

c1e
ix0p + c2e

−ix0p

p2 + 1
ε+

c1e
ix0p + c2e

−ix0p

(p2 + 1)2
, f ∈ D(h0)

}
(7)

Сужение оператора h∗0 на область D(hε) обазначим через hε. По определению hε является
расширением оператора h0 .

Тереома 1. Расширение hε является самосопряженным оператором.

Спектральные свойства оператора hε

Теорема 2.Существенный спектр оператора hε совпадает с полуосъю [0;∞).
Для полного описания спектра построим резольвенту оператора hε.

(Rzψ)(p) =
4

π(p2 − z)
[
cos(x0p)

a+ b

∫
R

cos(x0s)

s2 − z
ψ(s) ds− sin(x0p)

a− b

∫
R

sin(x0s)

s2 − z
ψ(s) ds] +

ψ(p)

p2 − z
,

где

a := a(z;x0, ε) = (2ε+ 1 + 2|x0|)e−2|x0| − 2√
−z

e−2|x0|
√
−z, b := b(z; ε) = 2ε+ 1− 2ε√

−z
.



82

Теорема-3.Для любых x > 0, z < 0 верно следующие утвержденые:

a) Если ε ∈
(

0; 1−(1+2x)e−2x

2(e2x2x−1)

)
, то оператор hε имеет единственное простое собствен-

ное значение.
b) Если ε ∈

[
1−(1+2x)e−2x

2(e2x2x−1)
;∞
)

то оператор hε имеют два невырожденных собственных

значений.
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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА m−СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
ОПРЕДЕЛЕННЫХ НА АНАЛИТИЧЕСКИХ МНОЖЕСТВАХ

Курбанбаев С.И.
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Мы определяем и приведем несколько свойств m−субгармонических функций на анали-
тических множествах.

Определение 1 (см. [1]). Функция u(z) ∈ L1
loc (D), заданная в области D ⊂ CN ,

называется m−субгармонической (m− sh) функцией, 1 ≤ m ≤ N , в D если:

1. она полунепрерывна сверху в D, т.е.

lim
z→z0

u(z) = lim
ε→0

sup
B(z0,ε)

u(z) ≤ u(z0);

2. поток ddcu ∧ βm−1 ≥ 0 в D в обобщенном смысле, т.е.,
ddcu ∧ βm−1 (ω) =

∫
uβ

m−1 ∧ ddcω ≥ 0,∀ω ∈ F (N−m,N−m), ω ≥ 0.

Теорема 1 (см. [1]). Полунепрерывная сверху функция u, заданная в областиD ⊂ CN

являетсяm−sh тогда и только тогда, когда для любойm− мерной комплексной плоскости∏
⊂ CN сужение

u|∏ ∈ sh(∏⋂
D
)
.

Пусть A ⊂ CN неприводимое аналитическое множество (см. [4]) размерности n, 1 ≤
n < N. Множества регулярных точек обозначается как A0.

Определение 2 (см. [2]). Функция u(z) ∈ L1
loc (A), заданная на неприводимом ана-

литическом множестве A, называется m−субгармонической на A, если:

1. она полунепрерывна сверху на A, т.е. ∀z0 ∈ A имеет место неравенства

lim
z→z0

u(z) ≤ u(z0);
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2. u(z) ∈ m− sh (A0) .

В частных случаях, при m = 1, функцию u(z) ∈ 1− sh (A) называется
плюрисубгармонической на A (см. [3]), и обозначается класс таких функций как psh (A) ,
при m = n, функцию u(z) ∈ n− sh (A) называется субгармонической на A, и обозначается
класс таких функций как sh (A) .

Теперь приведем некоторые простые свойстваm−субгармонических функций, которые
непосредственно вытекают из определения 2.

C1. Линейная комбинация m−субгармонических функций с неотрицательными
коэффициентами является m−субгармонической функцией:

uk(x) ∈ m− sh(A), ak ∈ R+ (k = 1, 2, ..., p) ⇒

a1u1(x) + a2u2(x) + ...+ apup(x) ∈ m− sh(A);

C2. Максимум конечного числаm−субгармонических функций такжеm−субгармоничен:

u1(x), u2(x), ..., up(x) ∈ m− sh(A) ⇒

max{u1(x), u2(x), ..., up(x)} ∈ m− sh(A);

C3. Предел монотонно убывающей последовательностиm−субгармонических функций
m− субгармоничен:

uj(z) ∈ m− sh(A), uj(z) ≥ uj+1(z), (j = 1, 2, ...) ⇒

lim
j→∞

uj(z) ∈ m− sh(A);

C4. Равномерно сходящаяся последовательность m−субгармонических функций схо-
дится к m−субгармонической функции:

uj(z) ∈ m− sh(A), (j = 1, 2, ...), uj(z)⇒ u(x)⇒

u(x) ∈ m− sh(A);

C5. psh (A) = 1− sh (A) ⊂ ... ⊂ m− sh (A) ⊂ ... ⊂ n− sh (A) = sh (A) ;
C6. Принцип максимума. Пусть u(z) ∈ m − sh(A) и в некоторой внутренней точке

z0 ∈ A0 она достигает своего максимума, т.е.

u(z0) = sup
z∈A

u(z),

тогда u (z) ≡ const.

ЛИТЕРАТУРА

1. Абдуллаев Б.И., Теория потенциала на m−субгармонических функциях. Ургенч, 2015
(докторская диссертация).
2.Курбанбаев С.И., m−субгармонические функции на аналитических множествах. Докла-
ды АН РУз, 2021,выпуск 2, 21-25.
3.Садуллаев А.С., Оценка полиномов на аналитических множествах. Изв. АН СССР. Сер.
матем., 1982, том 46, выпуск 3, 524-534.
4. Эрве М., Функции многих комплексных переменных. М.: Мир, 1965.



84

ИЗУЧЕНИЕ НЕ КРАЙНОСТИ ГИББСКОЙ МЕРЫ ДЛЯ HC-МОДЕЛИ

Мадгозиев Г. Т.
Академический лицей при TУИТ имена Мухаммад ал-Хорезми ,

Узбекистан,
madgoziyevg@gmail.com;

Дерево Кэли Γk = (V, L) порядка k > 1 - бесконечное дерево, т.е. граф без циклов, из
каждой вершины которого выходит ровно k+ 1 ребер, где V есть множество вершин Γk, L
- его множество ребер. Расстояние d(x, y), x, y ∈ V на дереве Кэли определяется формулой

d(x, y) = min{d|∃x = x0, x1, . . . , xd−1, xd = y ∈ V, так, что

< x0, x1 >, . . . , < xd−1, xd >}.

Пусть Φ− конечное множество. Конфигурация σ на V определяется как функция x ∈
V → σ(x) ∈ Φ. Множество всех конфигураций совпадает с Ω = ΦV . Пусть A ⊂ V. Φ =
{−1; 1} и |A| = 4.

Гамильтониан определяется следующим образом

H(σ) = −J
∑
b∈M

U(σb), (1)

где J > 0.
Основная проблема для данного гамильтониана - это описание всех отвечающих ему

мер Гиббса. В этой работе найдено условие некрайности модели HC (hard-core) на дереве
Кэли. Определение меры Гиббса и других понятий, связанных с теорией Гиббсовских мер,
можно найти, например в ([1]-[2]). Пусть x0 ∈ V− фиксированная точка. Будем писать
x < y, если путь от x0 до y проходит через x. Вершина y называется прямым потомком x,
если y > x и x, y являются соседями.

Обозначим:

Wn =
{
x ∈ V : d(x0 , x) = n

}
, Vn =

{
x ∈ V : d(x0 , x) 6 n

}
.

Точка y называется "прямым потомком" точки x, если x < y и d(x, y) = 1.
Для x ∈ Gk обозначим через x↓ = {y ∈ Gk :< x, y >} \ S(x), где S(x)-множество

"прямых потомков"точки x ∈ V.
Рассмотрим вероятностное распределение µ(n) на ΩVn :

µ(n) (σn) = Z−1
n exp

{
−βH (σn) +

∑
x∈Wn

h
σb(x↓)

b(x), σ
b(x)

}
, (2)

где σn ∈ ΩVn , Zn− нормирующий множитель. Говорят, что вероятностное распределение
µ(n), (∀n > 1) согласованно, если∑

σ(n)

µ(n)(σn−1, σ
(n)) = µ(n−1) (σn−1) (3)

для всех n > 1 и σn−1 ∈ ΩVn−1 .
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В этом случае существует единственная мера µ на ΩV , такая, что

µ
({
σ|Vn = σn

})
= µ(n) (σn)

для всех n > 1 и σn ∈ ΩVn .
Рассмотрим конфигурации σ0 = {+,+,+,+}, σ1 = {+,−,+,+}, σ2 = {+,+,−,−}, σ3 =

{+,−,−,−},−σ0 = {−,−,−,−},−σ1 = {−,−,−,+},−σ2 = {−,−,+,+},−σ3 = {−,+,+,+}
на единичном шаре.

Обозначим
hσ0
b,σ0

= hb,0, h
σ0
b,σ1

= hb,1, h
σ0
b,σ2

= hb,2, h
σ1
b,−σ1

= hb,3, h
σ1
b,−σ2

= hb,4, h
σ1
b,−σ3

= hb,5,

h−σ1
b,σ1

= hb,6, h
−σ1
b,σ2

= hb,7, h
−σ1
b,σ3

= hb,8, h
−σ0
b,−σ0

= hb,9, h
−σ0
b,−σ1

= hb,10, h
−σ0
b,−σ2

= hb,11. (4)

Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия на hb,i, при которых вы-
полняется (3).

Theorem.1[3] Пусть k = 2. Вероятностное распределение µ(n) (σn) , n = 1, 2, ... в (2.1)-
согласованное тогда и только тогда, когда для любого a ∈M имеют место следующие

ya,0 = ya,6 =
λyb,0 + yb,1 + yb,2
yb,0 + yb,1 + yb,2

· λyc,0 + yc,1 + yc,2
yc,0 + yc,1 + yc,2

ya,1 = ya,7 =
λyb,0 + yb,1 + yb,2
yb,0 + yb,1 + yb,2

· yc,3 + yc,4 + 1

yc,0 + yc,1 + yc,2
,

ya,2 = ya,8 =
yb,3 + yb,4 + 1

yb,0 + yb,1 + yb,2
· yc,3 + yc,4 + 1

yc,0 + yc,1 + yc,2
, (5)

ya,3 = ya,9 =
λyb,3 + yb,4 + 1

yb,0 + yb,1 + yb,2
· λyc,3 + yc,4 + 1

yc,0 + yc,1 + yc,2
,

ya,4 = ya,10 =
λyc,3 + yc,4 + 1

yc,0 + yc,1 + yc,2
, ya,5 = 1,

где λ = exp {Jβ} , β = 1/T , ya,i = exp(ha,i − ha,11) , i = 0 , 10.

В (4) положим ya,i = yi ∈ R+,y0 = y3, y = y1 = y4, y2 = 1.
ТЕОРЕМА 2. Если λ > λcr ≈ 2.6639 , то мера µ0 (соот. единс. решение y3 +(1−λ)y2−

1 = 0) является некрайней.
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АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ БИЛАПЛАСИАНА С
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В работе [1] рассмотрено семество непрерывных операторов Шредингера h(λ), λ > 0
ассоцированное с системой двух квантовых частиц, движущихся на Rd,d ≥ 1 и явление,
когда при λ → 0 некоторие отрицательное собственное значение e(λ) → 0, т.е. при λ → 0
собственное значение поглащается непрерывным спектром, и обратно, для любого ξ > 0
при λ < ξ, λ → ξ непрерывный спектр порождает новое собственное значение. Получено
сходящееся разложение по малым λ > 0 при d = 1, а при d = 2 только асимптотическое
разложение по малым λ > 0

Разложение собственных значений одномерного билапласиана с контактным возму-
щением было недавно установлено в [3]. В этой работе изучается скорость поглощения
отрицательных собственных значений hµ при приближении µ к порогу константы связи.
Это сильно зависит от b.

Пусть Z - одномерная решетка, а `2(Z) - гильбертово пространство квадратично-суммируемых
функций, определенных на Z.

Рассмотрим оператор ĥµ, действующий в `2(Z) по формуле

ĥµ = ∆̂∆̂− µv̂b, µ > 0,

где

∆̂f̂(x) = f̂(x)− f̂(x+ 1) + f̂(x− 1)

2
, f̂ ∈ `2(Z),

- дискретный лапласиан, а

v̂bf̂(x) =


b2f̂(0)− b2

2
f̂(1)− b2

2
f̂(−1), x = 0,

− b2

2
f̂(0) + b2

4
f̂(1) + b2

4
f̂(−1), x = ±1,

0, |x| > 1,

является потенциалом ранга один. Здесь b ненулевое действительное число.
Пусть T - одномерный тор, а L2(T) - гильбертово пространство функций, интегрируе-

мых с квадратом, на T.
Пусть

F : `2(Z)→ L2(T), F f̂(p) =
1√
2π

∑
x∈Z

f̂(x)eipx

- стандартное преобразование Фурье с обратным

F−1 : L2(T)→ `2(Z), F−1f(x) =
1√
2π

∫
T
f(p)e−ipxdp.

В импульсном представлении оператор hµ, (hµ = F ĥµF−1) действует в L2(T) как

hµ := h0 − µvb, µ ≥ 0, (1)
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где h0 := F ĥ0F−1 - оператор умножения в L2(T) на

e(q) := (1− cos q)2,

и vb := F v̂bF−1 - интегральный оператор ранга один

vbf(p) = b2(1− cos p)
1

2π

∫
T
(1− cos q) f(q)dq.

где b 6= 0 - произвольное действительное число.
Поскольку σ(∆̂) = σess(∆̂) = [0, 2], имеем

σ(h0) = σess(h0) = [0, 4].

Следовательно, в силу компактности vb и теоремы Вейля

σess(hµ) = σess(h0) = [0, 4]

для любого µ > 0. В силу неотрицательности vb множество положительного дискретного
спектра оператора hµ пуст.

Теорема. Для любого µ > 1
b2

оператор hµ имеет единственное собственное значение
e(µ) лежащее левее существенного спектра, а соответствующая собственная функция

fµ(p) :=
1− cos p

e(p)− e(µ)
.

Кроме того:

(1) e(·) < 0;

(2) функция µ ∈ ( 1
b2
,+∞) 7−→ e(µ) вещественно-аналитическая, строго убывающая,

строго вогнутая по ( 1
b2
,+∞) с асимптотикой

lim
µ↘ 1

b2

e(µ) = 0 и lim
µ→+∞

e(µ)

µ
= −3

2
b2;

(3) для достаточно малых и положительных µ− 1
b2

(−e(µ))1/4 =
∑
n≥1

Cn

(
µ− 1

b2

)n
где Cn, n = 1, 2, . . . , - действительные коэффициенты с

C1 :=
√

2 b2, C2 := −
√

2 b4, C3 :=
1√
2
b6.
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ГРАНЬ ГЕРШГОРИНА ДЛЯ САМОСОПРЯЖЕННЫХ
ПОЛУГРАНИЧЕННЫХ 3× 3 ОПЕРАТОРНЫХ МАТРИЦ
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Пусть

A =

 a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann


произвольная n× n-матрица с комплексными элементами.

В 1931 году Гершгорин [1] установил следующий результат: Каждое собственное зна-
чение λ матрицы A всегда расположено в одном из кругов

Ki := {z ∈ C : |z − aii| ≤ Ri :=
n∑
j=1
i 6=j

|aij|} (i = 1, ..., n).

Согласно теореме Гершгорина спектр произвольной комплексной матрицы A, принад-
лежит объединению кругов Ki комплексной плоскости C с центром в точке aii радиуса
Ri,

σ(A) ⊂
n⋃
i=1

Ki.

Таким образом, объединение всех точек кругов Гершгорина дает некоторую область
локализации спектра матрицы A, т.е. область, в которой заведомо лежит спектр матрицы
A.

Этот результат привлекал и продолжает привлекать к себе большое внимание. Причи-
на такого интереса объясняется тем, что во многих случаях точные значения собственных
чисел не важны, и нужно лишь знать, принадлежат ли они некоторой области G ком-
плексной плоскости или нет.

ПустьHi, i = 1, ..., n – гильбертовы пространства иH(n) := H1⊕· · ·⊕Hn. Тогда оператор
A(n) ∈ L(H(n)) всегда записывается в виде блочно–операторной матрицы

A(n) :=

 A11 · · · A1n
...

...
An1 · · · Ann

 (1)
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с линейными ограниченными операторами Aij : Hj → Hi, i, j = 1, · · · , n.
H.Salas [2] обобщил теоремы Гершгорина для ограниченных n×n- операторных матриц

A(n) вида (1) следующим образом: Для i = 1, ..., n определим

Gi := σ(Aii) ∪

λ ∈ ρ(Aii) : ‖(Aii − λ)−1‖−1 ≤
n∑
j=1
i 6=j

‖Aij‖

 .

Тогда

σ(A(n)) ⊂
n⋃
i=1

Gi.

В работе [3] доказан аналог теоремы Гершгорина относительно суммы элементов строк и
столбцов для неограниченных диагонально доминирующих n×n–операторных матриц. В
настоящей заметке указано грань Гершгорина для самосопряженных полуограниченных
3× 3–операторных матриц.

В гильбертовом пространстве H(3) рассмотрим 3× 3-операторную матрицу

A(3) :=

 A11 A12 A13

A∗12 A22 A23

A∗12 A∗23 A33

 ,

где диагональные элементы Aii = A∗ii : Hi ⊃ D(Aii) → Hi, i = 1, 2, 3 ограничены снизу, а
вне диагональные элементы Aij : Hj → Hi, i < j, i, j = 1, 2, 3 – ограниченные ненулевые
операторы.

Теорема. Имеет место неравенство

minσ(A(3)) ≥
3

min
i=1

minσ(Aii)−
3∑
i=1
i 6=j

‖Aij‖

 ,

так как здесь для i = 1, 2, 3 имеет место

‖(Aii − λ)−1‖ =
1

minσ(Aii)− λ
, λ <

3

min
i=1

minσ(Aii) ≤ minσ(Aii);

аналогичним образом можно получить оценку для maxσ(A(3)).
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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ОСНОВНЫЕ СОСТОЯНИЯ ДЛЯ МОДЕЛИ ПОТТСА
С ВНЕШНИМ ПОЛЕМ НА ДЕРЕВЕ КЭЛИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Расулова М.А.1, Неъматов М.2
1Наманганский государственный университет, Наманган, Узбекистан

m_rasulova_a@rambler.ru
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Пусть τ k = (V, L), k ≥ 1 есть дерево Кэли порядка k (см.[1]) и Φ = {1, 2, 3, ..., q}, где q ≥ 3.
Тогда конфигурация σ на V определяется как функция x ∈ V 7→ σ(x) ∈ Φ.

Гамильтониан модели Поттса с внешним полем имеет вид

H(σ) = J
∑
〈x,y〉∈L

δσ(x)σ(y) + α
∑
x∈V

σ(x),

где J, α ∈ R, α− внешнее поле.
ПустьM− множество единичных шаров с вершинами в V (см.[2]). Мы назовем сужение

конфигурации σ на шаре b ∈ M ограниченной конфигурацией σb. Определим энергию
конфигурации σb на b следующим образом:

U(σb) =
1

2
J
∑

x∈S1(cb)

δσ(cb)σ(x) + ασ(cb),

здесь cb− центр единичного шара b.
Лемма. Пусть k = 2. Тогда для каждой конфигурации ϕb верно следующее

U(ϕb) ∈ {Un : n = 1, 4q},

где
Un =

{
n− 1

4

}
· 2J +

(
1 +

[
n− 1

4

])
α.

Обозначим
Aξ =

{
(J, α) ∈ R2 : Uξ = min{U1, U2, ..., U4q}

}
.

Множества A4, A4q имеют следующий вид:
A4 = {(J, α) ∈ R2 : J ≤ 0, α ≥ 0}, A4q = {(J, α) ∈ R2 : J ≤ 0, α ≤ 0}.

Теорема 1. Пусть k = 2. Тогда для модели Поттса с внешним полем α 6= 0 верны
следующие утверждения:
I. а) ϕ(x) = 1,∀x ∈ V конфигурация является трансляционно-инвариантным основным
состоянием на множестве A4;
б) ϕ(x) = q,∀x ∈ V конфигурация является трансляционно-инвариантным основным со-
стоянием на множестве A4q;
II. Всякие трансляционно-инвариантные конфигурации, кроме указанных в п. I конфигу-
раций, не являются трансляционно-инвариантными основными состояниями.

Теорема 2. Пусть k = 2. Тогда для модели Поттса с внешним полем α 6= 0 всякие
G

(2)
k -периодические основные состояния являются трансляционно-инвариантными.
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НЕКОТОРОЕ ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ О ПРОДОЛЖЕНИИ
СЕПАРАТНО-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
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Замечательная лемма Хартогса об аналитическом продолжении голоморфных функ-
ций вдоль фиксированного направления (см.[5]) является основополагающей леммой тео-
рии аналитического продолжения функции многих комплексных переменных.

Лемма Хартогса. Пусть функция f(z, w) голоморфна в цилиндре

U × V = {z ∈ Cn : |z| < 1} × {w ∈ C: |w| < 1}

и при каждом фиксированном z0 ∈ U функция f(z0, w) по переменному w голоморфно
продолжается в большой круг VR = {w ∈ C : |w| < R}, R > 1. Тогда функция f(z, w) по
совокупности переменных голоморфно продолжается в большой цилиндр U × VR.

Лемма Хартогса имеет многочисленные обобщения и приложения в разных областях
науки: в теоретической физике, томографии и т.д. (см. например [1-4])

Мы будем доказать следующую теорему.
Теорема 1. Пусть D ⊂ C, G ⊂ C ограниченные плоские области и E ⊂ D, F ⊂ G

неполярные компакты. Если непрерывная функция f(z, w) ∈ C(E × F ) удовлетворяет
следующим условиям:

1) при каждом фиксированном w0 ∈ F функция f(z, w0) по переменному z голоморфно
продолжается в области D за исключением конечного числа особенностей;

2) при каждом фиксированном z0 ∈ E функция f(z0, w) по переменному w голоморфно
продолжается в области G за исключением конечного числа особенностей, то функция
f(z, w) голоморфно по совокупности переменных продолжается в область

{(z, w) : ω∗(z, E,D) + ω∗(w,F,G) < 1} \S,

где S- некоторое аналитическое подмножество C2.
Здесь ω∗(z, E,D)− гармоническая мера (см. [9]):

ω∗ (z, E,D) = lim
ζ→z

ω (ζ, E,D) ,

ω (z, E,D) = sup {u (z) : u ∈ sh (D) , u|D ≤ 1, u|E ≤ 0 } .
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ОБ АНАЛОГЕ ЛЕММЫ ХАРТОГСА ДЛЯ R-АНАЛИТИЧЕСКИХ
ФУНКЦИЙ С ПЕРЕМЕННЫМ РАДИУСОМ СХОДИМОСТИ

Туйчиев Т.Т.1, Холмуродова Г.Н.2

Национальный университет Узбекистана им. М.Улугбека, Ташкент, Узбекистан
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Работа посвящена задачам R-аналитического продолжения функций многих действи-
тельных переменных, допускающих R-аналитическое продолжение на параллельные сече-
ния. В ней приводится аналог известной теоремы Хартогса для R-анали-тических функций
с переменным радиусом сходимости.

Известная лемма Хартогса (см.[1]) утверждает, что если голоморфная в области ′U ×
{|zn| < r} ⊂ Cn−1′z × Czn где ′z = (z1, z2, ..., zn−1) функция f(′z, zn) при каждом фиксиро-
ванном ′z ∈′ U голоморфно продолжается в круг |zn| < R, R > r > 0 , то она голоморфна
по совокупности переменных в области ′U × {|zn| < R}.

С теоремой Хартогса непосредственно связана следующая теорема Форелли [2]: если
f− бесконечно гладкая в точке 0 ∈ Cn, f ∈ C∞{0}, и сужения f |l− голоморфны в круге
U(0, 1) = l∩B(0, 1) для всех комплексных прямых l 3 0, то f голоморфно продолжается в
шар B(0, 1) ⊂ Cn В недавней работе [3] А.Садуллаев доказал следующий аналог теоремы
Форелли для R-аналитических функций.

Теорема 1. Пусть функция f(x), x = (x1, x2, ..., xn), бесконечно гладкая в некото-
рой окрестности 0 ∈ Rn, f(x) ∈ C∞{0} и пусть для любой вещественной прямой l :
x = λ(t), λ = (λ1, λ2, ..., λn) ∈ S(0, 1), t ∈ R параметр, сужение f | l = f(λt) является
вещественно-аналитической (R -аналитической) в интервале t ∈ (−1, 1). Тогда суще-
ствует замкнутое плюриполярное множество S ⊂ B(0, 1) такое, что f(x) является
R -аналитической в B(0, 1)\S, где B(0, 1) ⊂ Rn− единичный шар, а S(0, 1) = ∂B(0, 1)−
единичная сфера.

Отметим, что здесь использована известная терминология, что множество S ⊂ Rn(x)
называется плюриполярным, если оно плюриполярное в вложенном комплексном про-
странстве Cn

z , Rn
x ⊂ Cn

z , z = x + iy. Пример функции f(x1, x2) =
xk+1

1

(x2−1)2+x2
1
показывает,

что точные аналоги Теоремы Форелли, а также Теоремы Хартогса для R-аналитических
функций не верны. Функция f(x1, x2) вещественно-аналитическая в области R×{|x2| < 1

2
}

сужение f(x0
1, x2) вещественно аналитическая на всей прямой R. Однако f не является

вещественно-аналитической в точке (0, 1).
В работе [4] аналог теоремы А.Садуллаева доказан для полицилиндрической облас-ти.
Теорема 2. Пусть функция f(x) = f(′x, xn) удовлетворяет следующим условиям:
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1) функция f(x) = f(′x, xn) R− аналитическая в полицилиндре U =′ U × {|xn| <
rn}, rn > 0 где ′x = (x1, x2, ..., xn−1) и ′U = {′x ∈ Rn−1 : |x1| < r1, |x2| < r2, ..., |xn−1| <
rn−1} = {′x ∈ Rn−1 : −r1 < x1 < r1,−r2 < x2 < r2, ...,−rn−1 < xn−1 < rn−1};

2) при каждом фиксированном ′x0 ∈ ′U функция f(′x0, xn) R-аналитическая в интер-
вале |xn| < rn, R-аналитически продолжается в больший интервал |xn| < Rn, Rn > rn

Тогда существует плюриполярное замкнутое множество ′S ⊂ ′U такое, что функ-
ция f(x) = f(′x, xn) R-аналитически продолжается по совокупности переменных (′x, xn)
в (′U × {|xn| < Rn}) \ (′S × |xn| ≥ rn)

В доказательстве теоремы 2 существенно используется метод доказательства Теоремы
1, предложенный А.Садуллаевым, а именно, вложение вещественного пространства Rn

x ⊂
Cn
z , z = x + iy, и естественное голоморфное продолжение R -аналитических функций в

Cn,голоморфное продолжение рядов Хартогса и методы теории плюрипотенциала.
Основным результатом работы является следующее утверждение.
Теорема 3. Пусть функция f(x) = f(′x, xn) удовлетворяет следующим условиям:
1) функция f(x) = f(′x, xn) R-аналитическая в полицилиндре U =′ U×{|xn| < rn}, rn >

0;
2) при каждом фиксированном ′x0 ∈ ′U функция f(′x0, xn) R-аналитическая в интер-

вале |xn| < rn, R-аналитически продолжается в интервал |xn| < Rn(′x0), Rn(′x0) ≥ rn > 0
и Rn(′x0)- радиус максимального интервала куда R-аналитически продолжается функ-
ция f(′x0, xn).

Тогда существует плюриполярное замкнутое множество ′S ⊂ ′U такое, что функ-
ция f(x) = f(′x, xn) R-аналитически продолжается по совокупности переменных (′x, xn)
в область {(′x, xn) ∈ Rn : ′x ∈ ′U, |xn| < (Rn)∗(

′x)} \ (′S × |xn| ≥ rn), где (Rn)∗(
′x) =

lim
′w→′x

R(′w) -нижняя регуляризация радиус функции Rn(′x) .
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О ПРОДОЛЖЕНИИ ПЛЮРИГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
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Работа посвящена задачам продолжения плюригармонических функций, допускающих
гармоническое продолжение на параллельные сечения с дискретными особенностями.

Теоремы Хартогса [1] и Лелона [2] утверждают, что сепаратно-голоморфные или сепаратно-
гармонические функции являются, соответственно, голоморфными или гармоническими
функциями по совокупности переменных. Возникает естественный вопрос: является ли
сепаратно-субгармоническая функция субгармонической по совокупности переменных?
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Ян Вигеринк [3] построил пример показывающий, что существует сепаратно-субгармоническая
функция не являюшаяся субгармонической по совокупности переменных.

Доказательство теоремы Хартогса опирается на следующую лемму Хартогса : если
голоморфная в поликруге ′U × {|zn| < r} ⊂ Cn−1′z ×Czn где ′z = (z1, z2, ..., zn−1), функция
f(′z, zn) при каждом фиксированном ′z ∈′ U голоморфно продолжается по переменной
zn в круг |zn| < R, R > r > 0 , то она голоморфна продолжается по совокупности
переменных в большой поликруг ′U × {|zn| < R}. Справедлив аналог этой леммы для
плюригармонических функций: пусть функция u(′z, zn) плюригармонична в поликруге
′U × {|zn| < r}, и при каждом фиксированном гармонически продолжается по zn в боль-
шой круг |zn| < R, R > r > 0. Тогда u(′z, zn) является плюригармонической по совокуп-
ности переменных в большом поликруге ′U × {|zn| < R}. В самом деле , так как u(′z, zn)
плюригармонична в ′U × {|zn| < r}, то u(′z, zn) является реальной частью некоторой го-
ломорфной в этом поликруге функции f(′z, zn) . Кроме того при фиксированном ′z ∈′ U
она является реальной частью голоморфной в |zn| < R некоторой функции F (′z, zn) . Рас-
смотрим разность f −F. Так как f = F в |zn| < r , то из теоремы единственности следует,
что f ≡ F . Следовательно, функция f(′z, zn) голоморфна по zn в большом круге при
каждом фиксированном ′z ∈′ U и голоморфна по совокупности переменных в меньшем
поликруге ′U ×{|zn| < r} . Тогда применяя лемму Хартогса, мы получаем голоморфность
по совокупности переменных f в поликруге ′U × {|zn| < R} и , следовательно, u(′z, zn)
является плюригармоничес- кой в этом поликруге .

Для любой плюригармонической в области D ⊂ Cn функции u(z) локально в окрестно-
сти каждой точки z0 ∈ D существует голоморфная функция f(z) , для которой Ref(z) =
u(z) . Однако, если мы хотим найти такую функцию глобально, то вообще говоря, она
не обязана быть однозначной, она будет многозначной аналитической функцией. В дан-
ном докладе обсуждается вопросы продолжения плюригармонических функций, имеющих
особенности на параллельных сечениях. Основным результатом является следующая тео-
рема.

Теорема. Пусть функция u(′z, zn) плюригармоническая в поликруге ′U × {|zn| <
r}, r > 0, и при каждом фиксированном ′z0 ∈′ U функция u(′z0, zn) гармонически продол-
жается на всю замкнутую плоскость {′z =′ z0} за исключением некоторого дискретного
множества особых точек α1(′z0), ..., αm(′z0) (m = m(′z0) ≥ 0) . Причем min

i 6=j
ρ(αi(

′z), αj(
′z))

локально отграничен от нуля в ′U (в метрике расширенной плоскости C), т.е. для лю-
бого компакта K ⊂′ U найдется число δ = δ(K) > 0 , для которого

min
i 6=j

|αi(′z)− αj(′z)|√
1 + |αi(′z)|2 ·

√
1 + |αj(′z)|2

≥ δ, ′z ∈ K

Тогда u(′z, zn) плюригармонически (однозначно) продолжается в область (′U×C)\S, где
S - некоторое аналитическое подмножество в ′U × C .

В доказательстве этой теоремы существенно используется теорема 2 из работы [4].
Заметим, что хотя сама функция f(′z, zn) , для которой Ref(′z, zn) = u(′z, zn) , полученная
при доказательстве теоремы, многозначная аналитическая функция, ее действительная
часть является однозначной плюригармонической функцией.
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ПОВЕДЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ПУАССОНА НА ГРАНИЦЕ
КЛАССИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ ВТОРОГО ТИПА

Эшимбетов М.Р.1, Матназарова У.Н.1, Курбанов К.2
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В настоящее время изучение и исследование граничных свойств интегральных формул
Бергмана, Коши-Сеге, Пуассона для матричных областей является актуальной проблемой
(см. напр. [5-7]). Для классических областей <I (m,n) ,<II (n) ,<III (n) и <IV (n), клас-
сифицированных Картаном в работе [2], были найдены Хуа Ло-Кеном ядра Бергмана,
Коши-Сеге и Пуассона, на основе этих ядер были успешно реализованы интегральные
формулы (см. [1]).

Задачей Дирихле для уравнения Лапласа называется задача нахождения значений
гармонической функции внутри области по ее граничным–краевым значениям на границе
области. Известно, что интеграл Пуассона является мощным аппаратом при решении зада-
чи Дирихле. Поэтому интеграл Пуассона широко применяют в многомерном комплексном
анализе и его приложениях. Также его часто используют в гармоническом анализе (см.
напр. [1,3,4,8,9]).

Для большей ясности мы сначала будем говорить о гармонических функциях в <I при
m = n. Уравнение Лапласа в <I имеет вид

n∑
α,β=1

n∑
j,k=1

(
δαβ −

n∑
i=1

zlαz̄lβ

)(
δjk −

n∑
γ=1

zjγ z̄kγ

)
∂2u

∂zjα∂z̄kβ
= 0. (1)

Функции u (z), удовлетворяющие этому уравнению в замыкании <I , будем называть гар-
моническими в <I . Те из них, которые имеют непрерывные граничные значения на остове
XI в область <1 образуют класс, обозначаемый через ℵ. Решение задачи Дирихле в <I да-
ет следующий результат. Если нам дана непрерывная на унитарной группе XI , функция
ϕ (U), то существует одна, и только одна, гармоническая функция u (Z), удовлетворяющая
условию

lim
Z→U

u (Z) = ϕ (U) .

Эта функция может быть найдена по интегральной формуле Пуассона

u (Z) =
1

V (XI)

∫
XI

{
det
(
I − ZZ̄ ′

)}n∣∣det
(
I − ZZ̄ ′

)∣∣2n ϕ (U) U̇ .

В докладе приводятся аналог нахождения дифференциального оператора вида (1) для
классически области второго типа <II(n) и найдена соответствующая интегральная фор-
мула Пуассона, а также изучена граничные свойства данного интеграла.
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О БЕСКОНЕЧНОСТИ ДИСКРЕТНОГО СПЕКТРА ЛИНЕЙНЫХ
САМОСОПРЯЖЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ В МОДЕЛИ ФРИДРИХСА

Эшкабилов Ю. Х.1, Култураев Д.Ж.2

Каршинский государственный университет, Карши, Узбекистан
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Изучение спектра является основной задачей в теории операторов Шредингера.
Пусть u(x) - вещественнозначная непрерывная функция на Ων = [0, 1]ν , ν ∈ N. K -
интегральный оператор в гильбертовом пространстве L2(Ων) с ядром k(x, s) ∈ L2(Ω2

ν),
где k(x, s) = k(s, x). Ряд вопросов квантовой механики и статистической физики [1-2]
приводит к исследованию дискретного спектра оператора H в гильбертовом пространстве
L2(Ων) действующего по формуле

H = H0 +K (1)

где

(H0f)(x) = u(x)f(x), (Kf)(x) =

∫
Ων

k(x, s)f(s)dµ(s).

Здесь интеграл понимается в смысле Лебега, µ(·) - мера Лебега на Rν .
Оператор вида (1) называется оператором в модели Фридрихса. Из классической тео-

ремы Вейля о компактном возмущении следует, что существенный спектр σess(H) опе-
ратора H состоит из множества значений функции u(x), т.е. σess(H) = [umin, umax], где
umin = min

x∈Ων
u(x), umax = max

x∈Ων
u(x).
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Пользуясь принципом минимакса и максимина доказано [3] что, если ядро интеграль-
ного оператора K вырожденный, то дискретный спектр в модели Фридрихса (1) является
конечном. Отсюда вытекает, чтобы оператор в модели (1) имел бесконечный дискретный
спектр необходимо, чтобы ядро интегрального оператора K было невырожденным.

Рассмотрим двухчастичный решетчатый гамильтониан

Q̃ = Q0 +Q
′
, (2)

действующий в пространстве l2(Z× Z) (ν ∈ N), здесь кинетическая энергия Q0 задается
сверткой с функцией общего вида:

(Q0φ)(m,n) =
∑
k,l∈Z

v0(m− k, n− l)φ(k, l),

а потенциальная энергия Q1 равна

(Q
′
φ)(m,n) = v1(m,n)φ(m,n).

Пусть кинетическая знергия имеет вид v0(m,n)

v0(m,n) =


4b, если m = n = 0,

b, если |m| = 1, n = 0,

b, если m = 0, |n| = 1,

0, для других значений n,m ∈ Z,

где b < 0.
Определим потенциальную функцию

v1(m,n) =


α0, если m = n = 0,

αp, если m ∈ {±p}, n = 0, p ∈ N,
βq, если m = 0, n ∈ {±q}, q ∈ N,
0, для других значений n,m ∈ Z,

где α0 > 0, αp > 0, βq > 0, p, q ∈ N,
∑
p∈N

α2
p <∞,

∑
q∈N

β2
q <∞.

Пусть T = (−π, π]. F : l2(Z × Z) → L2(T × T)- преобразование Фурье, при котором
функции φ(m,n) на решетке Z× Z переходят в функции f(x, y) на T× T по правилу

φ(m,n)→ f(x, y) =
1

2π

∑
p1,q1∈Z

φ(p1, q1)exp(i[(p1, x) + (q1, y)]).

Лемма. Преобразование Фурье H̃2 оператора Q̃ (2) действует в L2(T×T) по формуле.

H̃2f(x, y) = H
(2)
0 f(x, y) +K2f(x, y), (3)

здесь
H

(2)
0 f(x, y) = u

(2)
0 (x, y)f(x, y), K2f(x, y) =

∫
T

∫
T

k2(x, y; s, t)f(s, t)dsdt



98

и u(2)
0 (x, y) = 2b(2 + cosx+ cosy), ядро k2(x, y; s, t) - невырожденное.
Согласно леммы дискретный оператор Шредингера H̃2(ε) (3) является оператором в

модели Фридрихса с невырожденным ядром. Имеем σess(H̃2(ε)) = [8b, 0].
Теорема. Дискретный оператор Шредингера H̃2 имеет бесконечное количество по-

ложительных собственных значений.
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II SHO‘BA: ALGEBRA VA GEOMETRIYA
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The present paper is devoted to local and 2-local derivations of simple finite-dimensional
algebras without finite basis of identities, constructed by Kislitsin in [1] and [2]. The history
of local derivations began in the paper of Kadison. Kadison proved that every continuous local
derivation from a von Neumann algebra into its dual Banach bimodule is a derivation. A similar
notion of 2-local derivations was introduced by Šemrl.He proved that any 2-local derivation of
the algebra B(H) of all bounded linear operators on the infinite-dimensional separable Hilbert
space H is a derivation. After his works, numerous new results related to the description of
local and 2-local derivations of associative algebras have appeared.

The study of local and 2-local derivations of nonassociative algebras was initiated in papers
of Ayupov and Kudaybergenov. In particular, they proved that there are no nontrivial local and
2-local derivations on semisimple finite-dimensional Lie algebras. Ayupov Sh.A., Kudaybergenov
K.K. and Rakhimov I. gave examples of 2-local derivations on nilpotent Lie algebras which are
not derivations. Later, the study of local and 2-local derivations was continued for Leibniz
algebras and Jordan algebras. Local and 2-local automorphisms were also studied in many
cases. For example, local and 2-local automorphisms on Lie algebras have been studied by
Ayupov Sh.A., Kudaybergenov K.K. and Costantini M.

The variety of Malcev algebras is a generalization of the variety of Lie algebras. It is closely
related to other classes of nonassociative structures: it is a proper subvariety of binary Lie
algebras, under the multiplication ab− ba an alternative algebra is a Malcev algebra. Moreover,
they have connections to various classes of algebraic systems such as Moufang loops, Poisson-
Malcev algebras, etc. The study of generalizations of derivations of simple Malcev algebras was
initiated by Filippov and continued in some papers of Kaygorodov and Popov.

In the present paper, we continue the study of derivations of simple algebras. Namely, we
prove that any local derivation of the simple finite-dimensional algebras without finite basis of
identities, constructed by Kislitsin in [1] and [2], is a derivation, and every 2-local derivation of
these algebras is also a derivation.

Let D = 〈e, v1, v2, e11, e12, e22, p〉F be an algebra over a field F of characteristic 0 whose
nonzero products of basis elements from {e, v1, v2, e11, e12, e22, p} are defined by the rules vieij =
−eijvi = vj, v2p = −pv2 = e, vie = −evi = vi, eije = −eeij = eij, pe = −ep = p.

Then D is a simple anticommutative algebra without finite basis of identities. [2] Let a be
an element in D. Then we can write a = a1e+a2v1 +a3v2 +a4e11 +a5e12 +a6e22 +a7p, for some
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elements a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7 in F. Throughout of the paper let a = (a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7)T .
Conversely, if v = (a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7)T is a column vector with a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7 in
F, then, throughout of the paper, by v̂ we will denote the element a1e+ a2v1 + a3v2 + a4e11 +
a5e12 + a6e22 + a7p, i.e., v̂ = a1e+ a2v1 + a3v2 + a4e11 + a5e12 + a6e22 + a7p.

Let A be an algebra. A linear map D : A → A is called a derivation if D(xy) = D(x)y +
xD(y) for any two elements x, y ∈ A.

Our principal tool for the description of local and 2-local derivations of D is the following
Proposition.

Proposition 1. A linear map D : D → D is a derivation if and only if in the above basis
D has the following form:

D(x) = x2a2,2v1 + x3(a2,2 + a5,5)v2 + x5a5,5e12 − x7(a2,2 + a5,5)p,

x = x1e+ x2v1 + x3v2 + x4e11 + x5e12 + x6e22 + x7p ∈ D

for some fixed a2,2, a5,5 in F.
Let A be an algebra. A linear map ∇ : A → A is called a local derivation if for any element

x ∈ A there exists a derivation D : A → A such that ∇(x) = D(x).
A (not necessary linear) map ∆: A → A is called a 2-local derivation if for any two elements

x, y ∈ A there exists a derivation Dx,y : A → A such that ∆(x) = Dx,y(x), ∆(y) = Dx,y(y).
With respect to these notions we proved the following theorem.

Theorem 2. Every local (2-local) derivation on the simple algebra D is a derivation.
Let C = 〈e = 1, v1, v2, e11, e12, e22, p〉F be an algebra over a field F of characteristic 0 whose

nonzero products of basis elements from {e = 1, v1, v2, e11, e12, e22, p} are defined by the rules
vieij = eijvi = vj, v2p = pv2 = 1.

Then the algebra C is a simple central commutative algebra with no finite basis of identities.
[1] Let a be an element in C. Then we can write

a = a1e+ a2v1 + a3v2 + a4e11 + a5e12 + a6e22 + a7p,

for some elements a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7 in F. Throughout of the paper let a = (a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7)T .
Conversely, if v = (a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7)T is a column vector with a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7 in
F, then, throughout of the paper, by v̂ we will denote the element a1e+ a2v1 + a3v2 + a4e11 +
a5e12 + a6e22 + a7p, i.e., v̂ = a1e+ a2v1 + a3v2 + a4e11 + a5e12 + a6e22 + a7p.

Our principal tool for the description of local and 2-local derivations of C is the following
Proposition.

Proposition 3. A linear map D : D → D is a derivation if and only if in the basis (2) D
has the following form:

D(x) = x2a2,2v1 + x3(a2,2 + a5,5)v2 + x5a5,5e12 − x7(a2,2 + a5,5)p,

x = x1e+ x2v1 + x3v2 + x4e11 + x5e12 + x6e22 + x7p ∈ D

for some fixed a2,2, a5,5 in F.
With respect to C we proved the following theorem.
Theorem 4. Every local (2-local) derivation on the simple algebra C is a derivation
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One of the well known classes of algebras is the class of associative algebras. Only up to
5 dimensional cases their full classifications are known [2]. One of the nearest to associativity
property is so called the power-associativity property. An algebra A is said to be a power-
associative algebra if its every one-generated subalgebra is an associative algebra. The classification,
up to isomorphism, of all m-dimensional power-associative algebras over algebraically closed
fields is an open problem except for m = 2 case. In m = 2 case the corresponding result, over
the field of complex numbers and R cases, has been given in [3]. When every quadratic and
cubic polynomial over the underlying field F has a root in it or F = R the corresponding result
can be found in [1].

One can weaken the power-associativity property by fixing some positive integer n ≥ 3
and consider n-power-associative algebras, that is algebras where "un"is well defined for any
element u. It means that n times product of any element does not depend on the order of the
multiplication, for example, 3-power-associativity of an algebra A means that u2u = uu2 is true
for any u ∈ A.

In [1] it was shown that the set of all 3-power-associative two-dimensional algebras is strictly
bigger than the set of all two-dimensional power-associative algebras. In contrast to this fact
in the present paper we show that if n ≥ 4 then every two-dimensional n-power-associative
algebra is a power-associative algebra.

Further it is assumed that F is fixed field such that every quadratic and cubic polynomial
over it has a root in it, or F = R . All algebras are two-dimensional over F. If (A, ·) is a
two-dimensional algebra and e = (e1, e2) is its fixed linear basis we denote by

A =

(
α1 α2 α3 α4

β1 β2 β3 β4

)
∈Mat(2× 4,F)

its matrix of structural constants (MSC) with respect to this basis, which means that

e1e1 = α1e1 + β1e2, e1e2 = α2e1 + β2e2, e2e1 = α3e1 + β3e2, e2e2 = α4e1 + β4e2.

It is assumed that a basis e is fixed, we don’t make difference between an algebra A and its
MSC A in that basis. We follow the notations used in [1].

Lemma 1. Any nontrivial two-dimensional not single generated(two-generated) algebra is
isomorphic to only one of the following such algebras:

In Char(F) 6= 2, 3 case A1

(
1
3
,−1

3
, 0, 0

)
=

(
1
3
−1

3
2
3

0
0 −1

3
2
3

1
3

)
,

A4 (α1, 2α1 − 1) =

(
α1 0 0 0
0 2α1 − 1 1− α1 0

)
, A8

(
1
3

)
=

(
1
3

0 0 0
0 2

3
−1

3
0

)
,
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in Char(F) = 2) case A1,2 (1, 1, 0, 0) =

(
1 1 0 0
0 1 0 1

)
,

A4,2 (α1, 1) =

(
α1 0 0 0
0 1 1− α1 0

)
, A8,2 (1) =

(
1 0 0 0
0 0 1 0

)
,

in Char(F) = 3 case A3,3 (0,−1) =

(
0 1 1 0
0 −1 1 −1

)
,

A4,3 (α1,−1) =

(
α1 0 0 0
0 2α1 − 1 1− α1 0

)
, A10,3 =

(
0 1 1 0
0 0 0 −1

)
,

in F = R case A1,r

(
1
3
,−1

3
, 0, 0

)
=

(
1
3
−1

3
2
3

0
0 −1

3
2
3

1
3

)
,

A5,r (α1,−1) =

(
α1 0 0 0
0 2α1 − 1 1− α1 0

)
, A10,r

(
1
3

)
=

(
1
3

0 0 0
0 2

3
−1

3
0

)
.

Lemma 2. If A is commutative, u, v ∈ A, (u2, u) is linear independent, u2u = γ1u
2 +

δ1u, (u
2)2 = γ2u

2 + δ2u, v 6= 0 then vu 6= 0 whenever δ1 6= 0. If
∣∣∣∣ γ1 δ1

γ2 δ2

∣∣∣∣ 6= 0 then vu2 6= 0.

Note that every one-generated two-dimensional 3-power- associative algebra is commutative.
Indeed, if (u2, u) is a linear basis and v = α(v)u2 +β(v)u,w = α(w)u2 +β(w)u then vw−wv =
(α(v)β(w)− α(w)β(v))(u2u− uu2) = 0.

The following is the main result.
Theorem. In two-dimensional case every n-power-associative algebra, where n ≥ 4, is

power associative.
In connection with the above Theorem it is natural to ask the following two interesting

questions about finite dimensional algebras over an algebraically closed field F.
Question 1. Is it true that at any natural m ≥ 3 there exists a positive integer p(m) such

that if n > p(m) then every n-power-associative m-dimensional algebra is power associative?
Let A(m) stand for the set of all m-dimensional algebras, PA(m)-be the set of all m-

dimensional power associative algebras and PA[l,∞)(m) be the set of all m-dimensional algebras
which are n-power-associative at any n ≥ l.

Question 2. Does the tower

PA[1,∞)(m) ⊂ PA[2,∞)(m) ⊂ PA[3,∞)(m) ⊂ PA[4,∞)(m) ⊂ ...

stabilize? If "Yes"will PA(m) be its stabilized term?
The questions are formulated for m ≥ 3 case as far as at m = 2 the answers to these

questions are positive due to the above Theorem.

REFERENCES

1. Ahmed H., Bekbaev U., Rakhimov I.,On two-dimensional power-associative algebras over
algebraically closed fields and R, Lobachevskii Journal of Mathematics, 2019, vol.40(1), 1–13.
2. Mazzola G., The algebraic and geometric classification of associative algebras of dimension
five, Manuscripta Math.,1979, 27 , 81вҐҮ101.
3. Wallace E.W., Two-dimensional power-associative algebras, Mathematics Magazine, 1970,
v.43(3), 158–162.

INVARIANTS OF m-TUPLES FOR THE ORTHOGONAL GROUP IN THE
Q
√

5 WITH THE FORM x1y1 + 5x2y2 OVER THE FIELD OF RATIONAL
NUMBERS
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Let Q the field of rational numbers and Q2 be the 2-dimensional vector space over Q. Consider
the following bilinear form ϕ(x, y) = x1y1 + 5x2y2 on Q2, where x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ Q2.
Then the pair (Q2, ϕ) is a bilinear-metric space.

Definition 1. A mapping F : Q2 → Q2 will be called ϕ-orthogonal (form-preserving) if
ϕ(F (x), F (y)) = ϕ(x, y) for all x, y ∈ Q2.

Denote by O(2, ϕ,Q) the set of all ϕ-orthogonal transformations of Q2. It is easy to see that
every element of O(2, ϕ,Q) is a linear transformation of Q2. O(2, ϕ,Q) is a group with respect
to the composition of transformations. Let F ∈ O(2, ϕ,Q). Then det(F ) = 1 or det(F ) = −1.
We denote by SO(2, ϕ,Q) the set {F ∈ O(2, ϕ,Q)|det(F ) = 1}. Put U = ‖uij‖i,j=1,2, where
u11 = 1, u12 = u21 = 0, u22 = −1. Then U ∈ O(2, ϕ,Q). It is easy to see that O(2, ϕ,Q) =
SO(2, ϕ,Q)∪{HU | H ∈ O(2, ϕ,Q)} holds, where HU is the multiplication of matrices H and
U .

Let x = (x1, x2) ∈ Q2. Denote by M(x1, x2) the matrix of the form
(
x1 −5x2

x2 x1

)
. Let

SM(ϕ,Q) be the set of all matrices M(x1, x2) such that det(M(x1, x2)) = x2
1 + 5x2

2 = 1.
Theorem 1. The equality SO(2, ϕ,Q) = SM(ϕ,Q) holds.
Let GL(2, Q) be the group of all linear transformations of Q2. Let Ω be a subgroup of the

group GL(2, Q). Denote by Ω ∨ Tr(2, Q) the set of all transformations H : Q2 → Q2 of the
form H(x) = F (x) + a, where F ∈ Ω, a ∈ Q2. The set Ω ∨ Tr(2, Q) is a group with respect to
the composition of transformations.

Let N be the set of all natural numbers and m ∈ N,m ≥ 1. Put Nm = {j ∈ N |1 ≤ j ≤ m}.
Definition 2. Let m ∈ N . A mapping u : Nm → Q2 will be called an m-tuple in Q2. Denote

it in the following form u = (u1, u2, . . . um).
Denote by (Q2)m the set of all m-tuples in Q2. Let G be a subgroup of the group GL(2, Q)∨

Tr(2, Q).
Definition 3. Two m-tuples u = (u1, u2, . . . um) and v = (v1, v2, . . . vm) in Q2 is called

G-equivalent if there exists g ∈ G such that vj = guj,∀j ∈ Nm. In this case, we write v = g(u)

or u G∼ v.

Definition 4. A subset B ⊆ (Q2)m is called G-invariant if g(u) ∈ B for all u ∈ B and all
g ∈ G.

Definition 5. Let B be a G-invariant subset of (Q2)m. A function f : B → Q is called
G-invariant on B if u, v ∈ B and u G∼ v implies f(u) = f(v).

Let [xy] denote the determinant
∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣ of elements x =

(
x1

x2

)
, y =

(
y1

y2

)
∈ Q2.

Since det(g) = 1 for all g ∈ SO(2, ϕ,Q), we have [(gx)(gy)] = det(g)[xy] = [xy] for all g ∈
SO(2, ϕ,Q). Hence the determinant [xy] is SO(2, ϕ,Q)-invariant function on the set (Q2)2.

Definition 6. Let B be a G-invariant subset of (Q2)m. A system {fj|j ∈ J}, where fj ∈
Map(B,Q)G, will be called a complete system of G-invariant functions on B if u, v ∈ B and
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equalities fj(u) = fj(v), ∀j ∈ J , imply u G∼ v.

Denote by θm the m-tuple u = (u1, u2, . . .)m ∈ (Q2)m, where uj = θ, ∀j ∈ Nm. Define the
function D : (Q2)m → N as follows: put D(0m) = 0. Let u = (u1, u2, . . .)m ∈ (Q2)m such that
u 6= θm. In this case, we put D(u) = k, where k ∈ Nm such that uj = θ, ∀j = 1, . . . k − 1 and
uk 6= θ.

Proposition 1. Let G be a subgroup of GL(2, Q). The function D(u) is an G-invariant
function on (Q2)m.

Let u = (u1, . . . , um), v = (v1, . . . , vm) ∈ (Q2)m be m-tuples such that D(u) = D(v) = 0.
Then u = v = θm. Hence u

G∼ v in this case. Now we consider the case D(u) = D(v) 6= 0.
Theorem 2. Let u = (u1, u2, . . . , um), v = (v1, v2, . . . , vm) ∈ (Q2)m be two m-tuples in Q2

such that D(u) = D(v) = k, where 1 ≤ k ≤ m.

(i) Assume that u
SO(2,ϕ,Q)∼ v. Then:

(i.1). In the case k = m, the equality ϕ(uk, uk) = ϕ(vk, vk) holds.

(i.2). In the case k < m, the following equalities hold
ϕ(uk, uk) = ϕ(vk, vk);

ϕ(uk, uj) = ϕ(vk, vj),∀j = k + 1, . . . ,m;
[ukuj] = [vkvj] ,∀j = k + 1, . . . ,m.

(ii) Conversely, assume that the equality ϕ(uk, uk) = ϕ(vk, vk) holds in the case k = m and
the above equalities hold in the case k < m. Then, in these cases, there exists the unique
matrix F ∈ SO(2, ϕ,Q) such that vj = Fuj,∀j = 1, . . . ,m. In these cases, F has the
following form

F =

(
ϕ(uk,vk)
ϕ(uk,uk)

−5[ukvk]
ϕ(uk,uk)

[ukvk]
ϕ(uk,uk)

ϕ(uk,vk)
ϕ(uk,uk)

)
,

where det(F ) = (ϕ(uk,vk)
ϕ(uk,uk)

)2 + 5( [ukvk]
ϕ(uk,uk)

)2 = 1.

Σ-SPACE AND HYPERSPACE
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Let X be a topological T1-space. Denote by expnX the set of all non-empty closed subsets
of X of cardinality not greater than the cardinal number n, i.e.

expnX = {F ∈ expX : |F | ≤ n } .

Put expωX =
⋃
{expnX : n = 1, 2, ...}, expcX = {F ∈ expX : F is compact in X}. It is

clear, that expnX ⊂ expωX ⊂ expcX ⊂ expX for any topological space X [1].
Definition1. A space is a (strong) Σ-space if there exists a pair {J , C} of families satisfying

the following conditions:
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1. J is a σ-discrete family of subsets of X;

2. C is a cover of X by closed countably compact (respectively compact) subsets of X;

3. If C ∈ C and U is an open subset of X such that C ⊂ U , then C ⊂ F ⊂ U for some
F ∈ J [4].

Theorem 1. If X is a paracompact Σ-space, then expnX is also a paracompact Σ-space.
Definition 2. A collection F of subsets of a space X is a k-network if whenever K is a

compact subset of an open set U , there exists a finite F ′ ⊂ F such that K ⊂
⋃
F ′ ⊂ U . A

regular space with σ-locally finite (countable) k-network is called an ℵ-space ( ℵ0-space)[5].
Proposition 1. Let f : X → Y be a perfect mapping of a topological space X onto a

topological space Y . If X has a k-network of cardinality τ ≥ ℵ0, then Y has a k-network of
cardinality ≤ τ [5].

Theorem 2. A space X is an ℵ-space if and only if expnX is an ℵ-space.
Theorem 3. Hausdorff space X is an ℵ0-space if and only if expnX is an ℵ0-space.
Corollary 1. Hausdorff spaceX is a paracompact ℵ-space if and only if expnX is paracompact

ℵ-space.
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It is known that a permutation group is the group of all permutations, that is one-to-one
mappings X → X. A permutation group of a set X is usually denoted by S

(
X
)
. Especially, if

X = {1, 2, . . . , n}, then S
(
X
)
is denoted by Sn. Let G be a subgroup of the permutation group

Sn (groups of all permutations of n elements) and let X be a compact. The group G acts on
the n-th power of the space X as permutation of coordinates. The set of all orbits of this action
with quotient topology we denote by SP n

GX. The space SP n
GX is called G-permutation degree

of the space X. In particular, if G = Sn then SP n
GX = SP nX [1].

Given a map f : X → Y , we define a map SP n
Gf : SP n

GX → SP n
GY by the formula:

SP n
Gf([(x1, x2, . . . , xn)]) = [(f(x1), f(x2), . . . , f(xn))]
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Definition 1[2]. Let X and Y be topological spaces. A function f : X → Y is said to be
τ -continuous if for every subspace A of X such that |A| ≤ τ , the restriction f |A is continuous.

Let X and Y be topological space and let f and g be continuous mappings of X to Y .
We say that the mappings f and g are homotopic [3], if there exists a continuous mapping
F : X × [0, 1] → Y such that F (x, 0) = f(x) and F (x, 1) = g(x) for each x ∈ X. In this case
the mapping F is called a homotopy between f and g, the spaces X and Y are called homotopy
equivalent.

Operation SP n preserves τ -continuity of the mappings, i.e. the following holds.
Theorem 1. If f : X → Y is a τ -continuous mapping, then the mapping

SP nf : SP nX → SP nY

is τ -continuous.
Theorem 2. If the mappings f and g are homotopic, then SP nf and SP ng are homotopic.
Corollary. If X and Y are homotopy equivalent, then SP nX and SP nY are homotopy

equivalent.
Conclusion. The above results are valid for any functor SP n

G.
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AYRIM PARADOKSAL JUMLALARNI YORDAMCHI XOSSALARNI
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Ma’lumki, bo‘sh bo‘lmagan har qanday Ω to‘plamning qandaydir to‘plam ostilaridan tuzilgan
bo‘sh bo‘lmagan ixtiyoriy α oila uchun ∩α ⊂ ∪α bo‘ladi. Bu yerda α oilaga qo‘yilayotgan
bo‘sh bo‘lmaslik talabi muhim hisoblanadi. Agarda berilgan Ω to‘plamning bironta ham qism
to‘plamini saqlamaydigan ∅ bo’sh oilani qarasak, boshqa barcha oilalar uchun bajariladigan
∩α ⊂ ∪α munosabat o‘rniga ∩∅ ⊃ ∪∅ munosabat bajarilar ekan (quyidagi Teoremaning (1)
va (2) xossalaridan kelib chiqadigan bu noodatiy holat – paradoks deb baholanishi mumkin).
Ushbu maqolada biz aynan shu paradoksning isbotini yordamchi xossalardan foydalanib bayon
etamiz.

Bo‘sh bo‘lmagan Z to‘plam berilgan bo‘lsin. Quyidagi belgilashlarni kiritaylik:
P (Z) — Z to’plamning barcha to‘plamostilari oilasi,
α va β — Z to’plamning qandaydir qismlaridan tuzilgan oilalar,
∅ — bo‘sh oila (Z ning birorta qismini saqlamaydigan oila). Bu yerda bo’sh oila ∅ va bo’sh
to’plam ∅ ni bir-biridan farqlash talab etiladi.
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Teorema. ∅ va P (Z) oilalar quyidagi xossalarga ega:
(1) ∩∅ = Z.
(2) ∪∅ = ∅.
(3) ∩P (Z) = ∅.
(4) ∪P (Z) = Z.

Teoremaning isbotini keltirishdan avval quyidagi jumlada bayon etiladigan yordamchi xossalarni
qaraylik.

Lemma. Agar α ⊂ P (Z), β ⊂ P (Z) bo’lib, α ⊂ β bo’lsa, u holda
(yox1) ∩α ⊃ ∩β;
(yox2) ∪α ⊂ ∪β

bo’ladi.
Isbot. Z berilgan to‘plam va uning qismlaridan tashkil topgan α va β oilalar mos ravishda

α = {As ⊂ Z : s ∈ S1}, β = {As ⊂ Z : s ∈ S2} bo’lsin.
Ravshanki, agar S1 ⊂ S2 bo’lsa, α ⊂ β bo’ladi. Masalan: S1 = {1, 2, 3}, S2 = {1, 2, 3, 4, 5}

deb qarasak, S1 ⊂ S2 bo’lib, α va β oilalar mos ravishda α = {A1, A2, A3}, β = {A1, A2, A3, A4, A5}
kabi bo’ladi. Bu yerda α ⊂ β ekanligini ko‘rish qiyin emas.

α oilaning kesishmasimasi deganda

∩α =
⋂
s∈S1

As = A1 ∩ A2 ∩ A3

va β oila kesishmasimasi deganda esa

∩β =
⋂
s∈S2

As = A1 ∩ A2 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4 ∩ A5

kesishmalar tushuniladi. Bu misolda ∩α ⊃ ∩β o’rinli ekanligi ko‘rinib turibdi. Umumiy holdagi
isbot quyidagidan iborat:

∀x ∈ ∩β ⇒ ∀s ∈ S2, x ∈ As
S1⊂S2=⇒ ∀s ∈ S1, x ∈ As ⇒ x ∈ ∩

s∈S1

As = ∩α.

Endi (yox2) ∪α ⊂ ∪β o’rinli ekanini ko’rsatamiz.

∀x ∈ ∪α⇒ ∃s ∈ S1, x ∈ As
S1⊂S2=⇒ s ∈ S2 ⇒ x ∈ ∪

s∈S2

As = ∪β ⇒ ∪α ⊂ ∪β.

Lemma isbot bo’ldi.
Yuqoridagi yordamchi xossalarni qo’llab teoramani isbotlaymiz.
Isbot. (1) ∩∅ = Z ekanini ko’rsatamiz. ∀β oila uchun ∅ ⊂ β, (yox1)ga ko’ra ∩∅ ⊃ ∩β. ∩∅

to’plam ko’pi bilan qaysi to’plamni o’zida saqlaydi? Jumladan, β — oila sifatida β = {Z} ni
olsak, ∅ ⊂ {Z} bo’ladi. (yox1)ga ko’ra ∩∅ ⊃ ∩β = ∩{Z} = Z, ya’ni ∩∅ ⊃ Z. Bizda Z dan
katta to’plam mavjud bo’lmaganligi uchun ∩∅ = Z bo’ladi.

(2) ∪∅ = ∅ ni o’rinli ekanini ko’rsatamiz. ∀β oila uchun ∅ ⊂ β va (yox2)ga ko’ra ∪∅ ⊂ ∪β
o’rinli. ∪∅ to’plam kamida qaysi to’plamga qism bo’ladi? Jumladan, β = {∅} ni qarasak,
(yox2)ga ko’ra ∪∅ ⊂ ∪β = ∪{∅} = ∅ o’rinli, ya’ni ∪∅ ⊂ ∅. Bizda ∅ to’plamdan kichik
to’plam mavjud bo’lmaganligi uchun ∪∅ = ∅.

(3) ∩P (Z) = ∅ ekanini ko’rsatamiz. ∀α oila uchun α ⊂ P (Z) va (yox1)ga ko’ra ∩α ⊃
∩P (Z) bo’ladi. ∩P (Z) to’plam kamida qaysi to’plamga qism bo’ladi? Jumladan, α — oila deb
α = {A,Z\A}, A ⊂ Z olinsa, ∩α = A∩(Z\A) = ∅ bo’ladi. (yox1)ga ko’ra ∩P (Z) ⊂ ∩α bundan
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∩P (Z) ⊂ ∅ ekanligi kelib chiqadi. Bizda ∅ to’plamdan kichik to’plam mavjud bo’lmaganligi
uchun ∩P (Z) = ∅ bo’lib qoladi.

(4) ∪P (Z) = Z ekanini ko’rsatamiz. ∀α oila uchun α ⊂ P (Z) va (yox2)ga ko’ra ∪α ⊂ ∪P (Z)
bo’ladi. ∪P (Z) to’plam ko’pi bilan qaysi to’plamni o’zida saqlaydi? Jumladan, α — oila deb
α = {A,Z\A}, A ⊂ Z olinsa, ∪α = A ∪ (Z\A) = Z bo’ladi. (yox2)ga ko’ra ∪α ⊂ ∪P (Z)
bundan Z ⊂ ∪P (Z) kelib chiqadi. Bizda Z to’plamdan katta to’plam mavjud bo’lmaganligi
uchun ∪P (Z) = Z bo’lib qoladi. Teorema isbot bo’ldi.
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During analyzing of finite-dimensional solvable Lie algebras with given nilradical [4] we
can take a question such that the structure of finite-dimensional solvable Lie algebras can be
appropriate for an infinite-dimensional case. In order to answer this question, extensions of
some pro-nilpotent Lie algebra to pro-solvable Lie algebras with less than maximal dimension
are studied. Let L be an infinite-dimensional Leibniz algebra with countable basis. For a Lie
algebra L we define the lower central and the derived series respectively, as follows:

L1 = L, Lk+1 = [Lk, L], L[1] = L, L[k+1] = [L[k], L], k ∈ N
Definition 1. [2] An algebra L is called residually nilpotent (respectively, residually solvable),

if
∞⋂
i=1

Li = 0 (respectively,
∞⋂
i=1

L[i] = 0).

Definition 2. [2] An algebra L is called pro-nilpotent (respectively, pro-solvable), if
∞⋂
i=1

Li =

0 and dim(L/Li) <∞ (respectively, if
∞⋂
i=1

L[i] = 0 and dim(L/L[i]) <∞) for any i ≥ 1.

Let consider a pro-nilpotent Lie algebra with the following multiplication table [3]:

n1 : [ei, ej] =


ei+j, if i− j ≡ 1 mod 3,

0, if i− j ≡ 0 mod 3,

−ei+j, if i− j ≡ −1 mod 3,

Let R = n1 ⊕Q be a pro-solvable Lie algebra, where n1 is the maximal pro-nilpotent ideal
of R and Q be the complementary subspace to R.

Proposition 1. [1] The codimension of n1 is not greater than 2.
In [1], the maximal pro-solvable Lie algebra with maximal pro-nilpotent ideal n1 is obtained

(dimQ = 2). Here, we give pro-solvable Lie extensions of n1 with less than maximal codimension,
hence dimQ = 1.
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Theorem 1. The algebra R(n1, 1) admits a basis {x, e1, e2, . . . } such that the table of
multiplications of R(n1, 1) in this basis has one of the following forms:

R1(n1, 1, β) :



[e3i−2, x] = ((i− 1)β1 + i)e3i−2 + (i− 1)
t∑

k=2

βke3k+3i−5,

[e3i−1, x] = (i− 1 + iβ1)e3i−1 + i
t∑

k=2

βke3k+3i−4,

[e3i, x] = i(β1 + 1)e3i + i
t∑

k=2

βke3k+3i−3, i ∈ N,

R2(n1, 1, β) :



[e3i−2, x] = (i− 1)e3i−2 + (i− 1)
t∑

k=2

βke3k+3i−5,

[e3i−1, x] = ie3i−1 + i
t∑

k=2

βke3k+3i−4,

[e3i, x] = ie3i +
t∑

k=2

βke3k+3i−3, i ∈ N.
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LOCAL DERIVATIONS ON SOLVABLE LIE ALGEBRAS WITH A FILIFORM
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Let A be an algebra (not necessary associative). Recall that a linear mapping D : A → A is
said to be a derivation, if D(xy) = D(x)y + xD(y) for all x, y ∈ A. A linear mapping ∆ is said
to be a local derivation, if for every x ∈ A there exists a derivation Dx on A (depending on
x) such that ∆(x) = Dx(x). The definition of local automorphism is similar. These notions
were introduced and investigated independently by R.V. Kadison [1] and D.R.Larson and
A.R. Sourour [2]. The above papers gave rise to a series of works devoted to the description
of mappings which are close to automorphisms and derivations of C∗-algebras and operator
algebras. In [2] D.R.Larson and A.R. Sourour proved that if A = B(X), the algebra of all
bounded linear operators on a Banach space X, then every invertible local automorphism of A
is an automorphism. Thus automorphisms on B(X) are completely determined by their local
actions.
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Let L be a Lie algebra. Consider the following central lower and derived sequences:

L1 = L, Lk+1 = [Lk,L], k ≥ 1,

L[1] = L, L[s+1] = [L[s],L[s]], s ≥ 1.

A Lie algebra L is called nilpotent (respectively, solvable), if there exists p ∈ N such that Lp = 0
(respectively, L[p] = 0). The smallest integer k such that Lk = 0 is called the nilindex (or the
nilpotency class) of L.

A Lie algebra L is called filiform, if dimLk = n − k − 1 for 1 ≤ k ≤ n − 1. Note that
the filiform Lie algebras have the maximal possible nilindex, n − 1. These algebras are the
"least"nilpotent.

Let n ≥ 5 and letW+
n be a (n+1)-dimensional solvable Lie algebra with a basis {e0, e1, e2, . . . , en}

such that
[ei, ej] = (j − i)ei+j, 0 ≤ i, j ≤ n, i+ j ≤ n.

Note thatWn = [W+
n ,W+

n ] = span{e1, . . . , en} is the n-dimesional filiform Lie algebra which
called a Witt algebra.

For i, j ∈ {0, 1, . . . , n} by ∆i,j denote a linear mapping on W+
n defined on basis elements as

follows

∆i,j(ek) =

{
ei, if j = k,

0, if j 6= k
.

Set
PLoc(W+

n ) = span {∆i,j : 0 ≤ j ≤ m− 1, 2j + 1 ≤ i ≤ n} ,
if n = 2m is even,

PLoc(W+
n ) = span {∆i,j,∆n,k : 0 ≤ j ≤ m, 2j + 1 ≤ i ≤ n, k = m+ 1, . . . , n} ,

if n = 2m+ 1 is odd.
Theorem 1. Any local derivation ∆ on W+

n is uniquely represented in the form

∆ = ad(a) + ∆,

where a ∈ span
{
e0, e1, . . . , e[n2 ]−1

}
and ∆ ∈ PLoc(W+

n ), [t] is the integer part of the real
number t. Moreover, the space LocDer(W+

n ) equipped with a Lie bracket is a Lie algebra and
PLoc(W+

n ) its ideal.
Let n ≥ 5 and letR+

n be a (n+1)-dimensional solvable Lie algebra with a basis {e0, e1, . . . , en}
such that

[e0, ei] = iei, 1 ≤ j ≤ n,

[e1, ei] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[e2, ei] = ei+2, 3 ≤ i ≤ n− 2.

Denote
PLoc(R+

n ) = span {∆i,j : 0 ≤ j ≤ 2, 2j + 1 ≤ i ≤ n} .
Theorem 2. Any local derivation ∆ on R+

n is uniquely represented in the form

∆ = ad(a) + ∆,

where a ∈ span {e0, e1, e2} and ∆ ∈ PLoc(R+
n ). Moreover, the space LocDer(R+

n ) equipped
with a Lie bracket is a Lie algebra and PLoc(R+

n ) its ideal.
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The notions of local derivations were introduced in 1990 by R.V.Kadison [3] and D.R.Larson,
A.R.Sourour [4]. Later in 1997, P.Šemrl introduced the notions of 2-local derivations and 2-
local automorphisms on algebras [2]. The main problems concerning these notions are to find
conditions under which all local (2-local) derivations become (global)derivations and to present
examples of algebras with local (2-local) derivations that are not derivations.

Investigation of local derivations on Lie algebras was initiated in papers in [1]. Sh.A.Ayupov
and K.K.Kudaybergenov have proved that every local derivation on semi-simple Lie algebras is a
derivation and gave examples of nilpotent finite-dimensional Lie algebras with local derivations
which are not derivations. In this work we investigate local derivations of some solvable Lie
algebras.

Definition 1. An algebra L over a field K is called a Lie algebra if its multiplication
(denoted by (x, y) 7→ [x, y]) satisfies the identities:

(1) [x, x] = 0,
(2)
[
x, [y, z]

]
+
[
y, [z, x]

]
+
[
z, [x, y]

]
= 0,

for all x, y, z ∈ L. Identity (2) is called the Jacobi identity.
Definition 2. A linear map d : L→ L of a Leibniz algebra (L, [·, ·]) is said to be a derivation

if for all x, y ∈ L, the following condition holds:

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)].

The set of all derivations of L is denoted by Der(L), which is a Lie algebra with respect to
the commutator.

For a given element x of a Leibniz algebra L, the right multiplication operator Rx : L→ L,
defined by Rx(y) = [y, x], y ∈ L is a derivation. In fact, Leibniz algebras are characterized
by this property regarding right multiplication operators. As in the Lie case, these kinds of
derivations are said to be inner derivations.

Definition 3. A linear operator ∆ is called a local derivation if for any x ∈ L, there exists
a derivation Dx : L → L (depending on x) such that ∆(x) = Dx(x).

For a given Leibniz algebra L the lower central and derived series defined as follows:

L1 = L, Lk+1 = [Lk, L], k ≥ 1, L[1] = L, L[s+1] = [L[s], L[s]], s ≥ 1,

respectively.
Definition 4. A Leibniz algebra L is said to be nilpotent (respectively, solvable), if there

exists k ∈ N (s ∈ N) such that Lk = {0} (respectively, L[s] = {0}). The minimal number k with
such property is said to be the index of nilpotency of the algebra L.
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Definition 5. An n-dimensional Leibniz algebra is called quasi-filiform if its index of
nilpotency is equal to n− 1.

A Leibniz algebra L is Z-graded, if L =
⊕

i∈Z Vi, where [Vi, Vj] ⊆ Vi+j for any i, j ∈ Z with
a finite number of non-null spaces Vi.

We say that a nilpotent Leibniz algebra L admits the connected gradation L = Vk1⊕· · ·⊕Vkt ,
if Vki 6= {0} for any i (1 ≤ i ≤ t).

Definition 6. The number l(⊕L) = l(Vk1 ⊕ · · · ⊕ Vkt) = kt − k1 + 1 is called the length of
gradation. A gradation is called of maximum length, if l(⊕L) = dim(L).

We denote by l(L) = max{l(⊕L) such that L = Vk1 ⊕ · · · ⊕ Vkt is a connected gradation}
the length of an algebra L.

Definition 7. A Leibniz algebra L is called of maximum length if l(L) = dim(L).
Theorem 1.[5] Any element of R(gi(n,1), 2), i = 1, 2 is isomorphic to one of the following

Lie algebras:

R(g1
(n,1), 2) :



[e1, ei] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 2,

[ei, en−i] = (−1)ien, 2 ≤ i ≤ n−1
2
, n ≥ 5 and n is odd;

[e1, x] = −[x, e1] = e1,

[ei, x] = −[x, ei] = (i− 2)ei, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[en, x] = −[x, en] = (n− 4)en,

[ei, y] = −[y, ei] = ei, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[en, y] = −[y, en] = 2en,

R(g2
(n,1), 2) :



[e1, ei] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 2,

[ei, en] = ei+2, 2 ≤ i ≤ n− 3, n ≥ 5;

[e1, x] = −[x, e1] = e1,

[ei, x] = −[x, ei] = (i− 2)ei, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[en, x] = −[x, en] = 2en,

[ei, y] = −[y, ei] = ei, 2 ≤ i ≤ n− 1.

Now we shall give the main result concerning local derivations of solvable Lie algebra
R(gi(n,1), 2), i = 1, 2.

Theorem 2. Any local derivation on the algebra R(gi(n,1), 2), i = 1, 2 is a derivation.
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PARAMETRGA BOG‘LIQ BO‘LGAN CHIZIQLI ALGEBRAIK
TENGLAMALAR SISTEMASI YECHIMLAR TO‘PLAMINING

PARAMETRNING BARCHA QIYMATLARIDA BO’SH YOKI BO‘SH
EMASLIGINI ANIQLASH MASALASI HAQIDA

Mamatov A.R., Zaripova N.R.
Samarqand davlat universiteti, Samarqand, O‘zbekiston,

akmm1964@rambler.ru

X = {x | f∗ ≤ x ≤ f ∗} va Y (x) = {y | g∗ ≤ y ≤ g∗, Ax + By = b} to’plamlar berilgan
bo’lsin.

Bu yerda x = x(J), f∗ = f∗(J), f ∗ = f ∗(J) − n - vektor, y = y(K), g∗ = g∗(K), g∗ =
g∗(K)− l - vektor, b = b(I)−m - vektor, A = A(I, J), B = B(I,K) - mos ravishda m× n va
m× l matritsalar;rankB = m < l, I = {1, 2, ...,m}, J = {1, 2, ..., n}, K = {1, 2, ..., l}.
∀x ∈ X uchun unga mos keluvchi Y (x) to’plamning bo’sh yoki bo’sh emasligini aniqlash

masalasi qaraladi.
Masala chziqli programmalash masalasidagi tayanch tushunchasi [1] hamda maxsus shakllantirilgan

chiziqli programmalash masalalari yechimlari orqali yechiladi.
Qaralayotgan masalada

f∗
′ = (−6;−8), f ∗′ = (2; 2),

g∗
′ = (0; 0; 0; 0; 0), g∗′ = (6; 6; 100; 100; 100),

A =

 1 −1
−1 2
2 1

 , B =

 −1 1 1 0 0
1 1 0 1 0
1 −1 0 0 1

 , b′ = (4; 10; 2)

bo‘lganda ∀x ∈ X uchun unga mos keluvchi Y (x) to’plamning bo‘sh emasligi qaralayotgan
chiziqli programmalash masalalarini qurish va yechimlarini aniqlash orqali bayon etiladi.
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A NOTE ON LOCALLY WEAKLY SEPARABLE SPACES
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A family ν of nonempty open subsets of a topological space X is called a π-base if, for any
open subset U of the space X, there is an element of the family ν lying in the set U. [1]

In [2], the concept of a weak density of a topological space was introduced. The weak density
of a topological space X is the smallest cardinal number τ ≥ ℵ0 such that there is a π-base in
X that splits into τ centered systems of open sets. In other words, there is a π-base B =∪ {
Bα : α∈A}, where Bα is a centered system of open sets for each α∈ A and | А | = τ . The weak
density of a topological space X is denoted by wd(X). If wd(X) = ℵ0, then the topological
space X is called weakly separable.
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A topological space X is called locally weakly separable [3] at a point x ∈ X if x has a weak
separable neighborhood in X. A topological space X is called locally weakly separable if it is
locally weakly separable at each point x∈ X.

A set is called canonically closed if it is the closure of its interior [1]. Let a family {Xs}sεS
of pairwise disjoint topological spaces be given, that is, Xs∩ Xs′= ∅ for s = s’. Consider the
set X =

⋃
sεS Xs and the family τ of all sets U⊂X such that U∩Xs is open in Xs for every sεS.

It is easy to see that the family τ satisfies the conditions of the topology and therefore defines
a certain topology on the set X. The set X with this topology is called the sum of the spaces
{Xs}sεS and is denoted
⊕ sεS Xs or X1 ⊕ X2 ⊕. . . ⊕ Xk if S = {1,2,. . . , k}. [1].
Theorem 1. Let Xα be a locally weakly separable space for every α∈ A. Then X = ⊕ {Xα:

α∈A} is also locally weakly separable.
Proof. Let x∈X be an arbitrary point. Then there is such α∈A such that xα∈Xα. Since the

space Xα is locally weakly separable, there exists a neighborhood Oxα ⊂ Xα of the point xα,
where Oxα is weakly separable. Since the space Xα is open-closed in X, then Oxα is open and
weakly separable in X. Theorem 1 is proved.

Theorem 2. Let Xi⊂ X, i = 1,2,. . . , n, and each Xi is locally weakly separable. Then⋂n
i=1 Xi is also locally weakly separable.
Proof. Let x∈

⋂n
i=1 Xi be an arbitrary point. Then x∈ Xi, I = 1, 2, ..., n. Since the space

Xi is locally weakly separable, there exists a neighborhood Oi
x⊂Xi such that Oi

x such that it
is weakly separable for each i = 1,2,. . . , n. We put

⋂n
i=1O

i
x=Ox. Then Ox is an open set in

Oi
x, i = 1,2,. . . , n, and by virtue of Proposition 1 from [2] we obtain that is weakly separable

in
⋂n
i=1 Xi. Theorem 2 is proved.
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We give a new characterization of Koszul Calabi-Yau algebras. To this end we use results of
Beidar, Fong and Stolin on description of symmetric Frobenius algebras by means of solutions
of quantum Yang-Baxter equation

Q12 ◦Q13 ◦Q23 = Q23 ◦Q13 ◦Q12 (1)

We apply this characterization to give another proof of the Calabi-Yau property for noncommutative
projective three-spaces.
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Let A := kqi [x0, x1, x2, x3] be the skew polynomial ring generated by x0, x1, x2, x3 subject to
the relations

xixi+1 =

(
qi+3

qi+2

)(−1)i

xi+1xi,

xixi+2 =

(
qi+1

qi+3

)(−1)i

xi+2xi

where q0, ..., q3 ∈ C∗ satisfy
∏3

i=0 qi = 1, and again the indices are taken modulo four.
The monomials of the form xk0

0 x
k1
1 x

k2
2 x

k3
3 clearly form a basis for A, and hence A has the same

Hilbert series as the polynomial ring.
The algebra A is Koszul and its Koszul dual agebra A! is generated by ξ0, ξ1, ξ2, ξ3 with the

following relations

ξ2
0 = ξ2

1 = ξ2
2 = ξ2

3 = 0

ξ1ξ0 +
q3

q2

ξ0ξ1 = ξ2ξ0 +
q1

q3

ξ0ξ2 = ξ3ξ0 +
q2

q1

ξ0ξ3 = 0

ξ2ξ1 +
q3

q0

ξ1ξ2 = ξ3ξ1 +
q0

q2

ξ1ξ3 = ξ3ξ2 +
q1

q0

ξ2ξ3 = 0

From these relations, we obtain A! is isomorphic to a graded algebra spanned by

1 , ξ0 , ξ1 , ξ2 , ξ3 , ξ0ξ1 , ξ0ξ2 , ξ0ξ3 , ξ1ξ2 , ξ1ξ3 , ξ2ξ3 , ξ0ξ1ξ2 , ξ0ξ1ξ3 , ξ0ξ2ξ3 , ξ1ξ2ξ3 , ξ0ξ1ξ2ξ3.

Theorem 1. The skew polynomial ring is a Koszul Calabi-Yau algebra with

Q = 1⊗ ξ0ξ1ξ2ξ3 − ξ0 ⊗ ξ1ξ2ξ3 +
q2

q3

ξ1 ⊗ ξ0ξ2ξ3 −
q0

q1

ξ2 ⊗ ξ0ξ1ξ3 + ξ3 ⊗ ξ0ξ1ξ2

+ξ0ξ1⊗ξ2ξ3 −
q0

q3

ξ0ξ2 ⊗ ξ1ξ3 +
q2

q1

ξ0ξ3 ⊗ ξ1ξ2 +
q2

q1

ξ1ξ2 ⊗ ξ0ξ3 −
q0

q3

ξ1ξ3 ⊗ ξ0ξ2 + ξ2ξ3 ⊗ ξ0ξ1

− ξ0ξ1ξ2 ⊗ ξ3 +
q0

q1

ξ0ξ1ξ3 ⊗ ξ2 −
q2

q3

ξ0ξ2ξ3 ⊗ ξ1 + ξ1ξ2ξ3 ⊗ ξ0 + ξ0ξ1ξ2ξ3 ⊗ 1.

a solution of the quantum Yang-Baxter equation.
Now we consider the following algebra generated by x0, x1, x2, x3 subject to the following

relations

x1x0 = x0x1 , x2x0 = p−1
0 x0x2 , x3x0 = p0x0x3

x2x1 = p1x1x2 , x3x1 = p−1
1 x1x3 , x3x2 = p−1

0 p1x2x3 + F ,

where F a quadratic polynomial in x0 and x1. These relations are readily seen to be of the form
described by Cassidy, Goetz and Shelton in [2, Theorem 1.1]. In particular, they have defined
Koszul, Artin-Schelter regular algebra with the Hilbert series (1− t)−4. A computer calculation
shows that this algebra will be Calabi-Yau exactly when

F = (p1 − p0)(x2
0 + λx0x1 + x2

1) + (1− p2
0)x2

0 + (p2
1 − 1)x2

1

for some λ ∈ C.
Its Koszul dual algebra A! is generated by η0, η1, η2, η3 with the following relations

η2
0 + (p1 − p0 + 1− p2

0)η3η2 = η2
1 + (p1 − p0 + p2

1 − 1)η3η2 = η2
2 = η2

3 = 0,

η1η0 + η0η1 + λ(p1 − p0)η3η2 = η2η0 + p0η0η2 = η3η0 + p−1
0 η0η3 = 0

η2η1 + p−1
1 η1η2 = η3η1 + p1η1η3 = p1η3η2 + p0η1η2 = 0.
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From these relations, we obtain A! is isomorphic to a graded algebra spanned by

1 , η0 , η1 , η2 , η3 , η0η1 , η0η2 , η0η3 , η1η2 , η1η3 , η2η3 , η0η1η2 , η0η1η3 , η0η2η3 , η1η2η3 , η0η1η2η3.

Theorem 2. The algebra is a Koszul Calabi-Yau algebra with

Q = 1⊗ η0η1η2η3 − η0 ⊗ η1η2η3 + η1 ⊗ η0η2η3 −
p1

p0

η2 ⊗ η0η1η3 + η3 ⊗ η0η1η2

+η0η1⊗η2η3 − p1η0η2 ⊗ η1η3 +
1

p0

η0η3 ⊗ η1η2 +
1

p0

η1η2 ⊗ η0η3 − p1η1η3 ⊗ η0η2 + η2η3 ⊗ η0η1

− η0η1η2 ⊗ η3 +
p1

p0

η0η1η3 ⊗ η2 − η0η2η3 ⊗ η1 + η1η2η3 ⊗ η0 + η0η1η2η3 ⊗ 1.

a solution of the quantum Yang-Baxter equation.
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Shariat va islom huquqshunosligi meros taqsimlashda "ham farz, ham qarz"masalasini qonuniylashtirishga
uringan bo’lsa ham, aslida, hayotda kvadrat tenglamalarni yechish bilan bog’liq bo’lgan ancha
murakkab masalalar yuzaga kelar edi. Bunday hollarda masalani hal qilish qozilarning qo’lidan
kelmay, ular ilm mutaxassislariga, xususan, matematiklarga murojaat qilishga majbur bo’lardilar.
Xorazmiy algebrasi, ayniqsa, uning "vasiyatlar kitobi"qismi, shunday masalalarni hal qilishga
mo’ljalangan birinchi qo’llanma desak bo’ladi. Keyinchalik islom mamlakatlarida vasiyat va
meros masalalari "ilmi faroiz"nomi bilan ataluvchi alohida fan sifatida shakllandi. Bu fanga
oid "Hulosatul hisob"nomli yirik asarnni XVI asrda yashagan suriyalik matematik Bahouddin
al-Omiliy yozgan.

Ushbu maqolamizda Xorazmiy algebrasi ("Al-kitov al-muhtasar fi hisob al-jabr val-muqobala-
"Aljabr almuqobala hisobi hakida qisqacha kitob"[2].)ning kasallikda uylanish haqidagi bob"i
va uning fan tarixidagi o’rni xususida to’xtalmoqchimiz.

Islom dinida vorislik huquqi shariatga ko’ra belgilangan bo’lib, unga Qur’oni sharifdagi
"Niso"surasining 11-, 12- va 176- oyatlarini asos qilib olingan [1]. Bu oyatlarning mazmuniga
ko’ra, qonuniy vorislar va ularga tegadigan ulushlar quidagicha bo’ladi:
1. Voris - farzand. O’g’ilning ulushi qizning ulushidan ikki baravar ko’p bo’ladi.
2. Voris - er. Agar vafot etgan ayolning farzandlari bo’lmasa, u holda unga merosning yarmi,
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agar farzandlari bo’lsa, u holda merosning to’rtdan biri tegadi.
3. Voris - xotin. Agar vafot etgan erkakning farzandlari bo’lmasa, u holda unga merosning
to’rtdan biri, agar farzandlari bo’lsa, u holda unga merosning sakkizdan biri tegadi. Agar
vorisning xotinlari ikki va undan ortiq bo’lsalar, ular merosning uchdan ikkisiga teng sherik
bo’ladilar.
4. Voris - ota-ona. Agar vafot etgan erkak yoki ayolning farzandlari bo’lmasa, u holda merosning
uchdan biri onasiga, qolgani otasiga tegadi. Agar vafot etganning aka yoki uka va opa yoki
singillari bo’lsa, u holda merosning oltidan biri onasiga, qolgani otasiga tegadi. Agar vafot
etganning farzandlari bo’lsa, u holda ularning har biriga merosning oltidan biri tegadi.
5. Voris - aka-uka va opa-singil. Agar vafot etgan erkak va ayolning ota-onasi bo’lmasa, u holda
ular meros taqsimlashda voris sifatida ishtirok etadi. Agar vafot etganning farzandlari bo’lib,
voris bitta bo’lsa, u holda unga merosning oltidan biri tegadi. Agar vorislar bittadan ortiq
bo’lsalar, u holda ular merosning uchdan biriga teng sherik bo’ladilar. Agar farzandsiz yolg’iz
erkak (ayol) vafot etgan bo’lsa, opa yoki singil (aka yoki uka) merosning yarmini (hammasini)
oladi. Agar opa-singillar soni ikkitadan ortiq bo’lsa, u holda ularga akasi yoki ukasining merosini
uchdan ikkisi tegadi. Agar vorislar aka yoki uka va opa yoki singil bo’lsa, u holda ularga meros
taqsimlash erkakning ulushi ayolning ulushidan ikki baravar ko’p bo’lishlikka asoslanadi.

Izoh: Vorislarga yuqorida aytilgan barcha ulushlar vafot etganning vasiyat va qarzlari
ado etilgandan so’ng taqsimlanadi. Bundan tashqari, vorislik huquqiga vafot etgan kishining
vasiyatnomasida qayd qilingan kishilar ham ega bo’lishi mumkin. Bunday vorislarga vasiyat
bo’yicha voris deyiladi. Shariat huquqiga ko’ra, vasiyat bo’yicha vorislarga merosning uchdan
birigacha ulushni vasiyat etish durust bo’ladi. Qonuniy vorislarga tegadigan merosni zaruriy
yoki kerakli meros deyiladi.

Xorazmiy masalasi: Bir kishi o’ladigan kasal bo’la turib, bir ayolga yuz dirhamga uylandi
va uning bundan bo’lak moli yo’q edi, ayolning o’zi baravar mahri o’n dirham edi.So’ngra ayol
o’ldi, u molining uchdan birini vasiyat qilgan edi. Keyin eri o’ldi.

Ayol vasiyat qilayotgan narsani x desak, mahri bilan birga 10+x ,bo’ladi, erining qaramog’idagi
pul esa 100− (10 +x) = 90−x bo’ladi. Ayol o’z molining uchdan birini vasiyat qilishi mumkin,
bu 1

3
· (10 + x) bo’ladi. Eriga undan qolganining yarmi, ya’ni 1

3
· (10 + x) tegadi, qolganining

ikkinchi yarmini ayolning vorislari oladi. Shuning uchun erining vorislariga 90− x+ 1
3
· (10 + x)

tegadi. Boshqa jihatdan, xotin eridan qolganning faqat uchdan biriga egalik qilishi mumkin
bo’lgani uchun erining vorislariga 2x tegadi. Shuning uchun 90 − x + 1

3
· (10 + x) = 2x, ya’ni

x = 35 bo’ladi [2],[3].
Xorazmiy algebrasida yana shunday masalalardan 3 tasini keltirilgan.
Xorazmiy ko’rayotgan bu turdagi masalalarda "davr taqozasi" yoki "peshonadagiga" ko’ra

masalada ishtirok etuvchi shaxslarning o’rni almashinib qolishi mumkin, ya’ni vasiyat qilayotgan
kishi kutilmagan sharoitga unga vasiyat qilinayotgan kishining o’rnida bo’lib qolishi mumkin.
Masalan, o’ladigan kasal - vasiyat qiluvchi kishi o’lmay, to’satdan unga vasiyat qilinayotgan kishi
o’lib qolishi masala shartlarining o’zgarilishini talab qilgan. Yevropada bu turdagi masalalar
"dov bo’linishi"haqidagi masalalarga olib kelgan bo’lib, bu masalalar ehtimollar nazariyasining
yuzaga kelishida muhim rol o’ynagan [4].
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TRACE IDENTITIES IN THE COORDINATE RING OF THE
CALOGERO-MOSER SPACE C4
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LetMn := Mn(C) be the space of all n×n matrices over C. The Calogero-Moser spaces
Cn are algebraic varieties parametrizing the conjugacy classes of pairs of n× n matrices (X, Y )
such that [X, Y ] + In has rank 1 , i.e.,

Cn := {(X, Y ) ∈Mn ×Mn | rank([X, Y ] + In) = 1}//GLn,

where In is the identity n× n matrix.
Named after a class of integrable systems in classical mechanics, these varieties play an

important role in several areas, especially in geometry and representation theory. It is known
that Cn is a smooth irreducible affine algebraic variety of dimension 2n [2]. It is also rational
and carries a symplectic structure [1].

We find some relations between the generators of the coordinate ring of the Calogero-Moser
space C4.

The minimal generating set of the coordinate ring of Calogero-Moser space C4 is given in
[3]. We make the following notations for generators:

a1 = Tr(X), a2 = Tr(Y ), a3 = Tr(A2), a4 = Tr(AB), a5 = Tr(B2),

a6 = Tr(A3), a7 = Tr(A2B), a8 = Tr(AB2), a9 = Tr(B3),

a10 = Tr(A4), a11 = Tr(A3B), a12 = Tr(A2B2), a13 = Tr(AB3), a14 = Tr(B4),

where A = X − 1
4
a1I4, B = Y − 1

4
a2I4
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Theorem Let (X, Y ) ∈ C4. Then the following identities hold

0 = −a2
3a5 + a3a

2
4 + 2a3a12 − 4a4a11 + 2a5a10 + 2a6a8 − 2a2

7 + 8a3,

0 = −a3a4a5 + a3
4 + 2a3a13 − 4a4a12 + 2a5a11 + a6a9 − a7a8 − 4a4,

0 = −a3a
2
5 + a2

4a5 + 2a3a14 − 4a4a13 + 2a5a12 + 2a7a9 − 2a2
8 + 8a5,

0 = −3a2
3a8 + 6a3a4a7 + a3a5a6 − 4a2

4a6 + 12a6a12 − 24a7a11 + 12a8a10 + 48a6,

0 = a3a5a9 − 4a2
4a9 + 6a4a5a8 − 3a2

5a7 + 12a7a14 − 24a8a13 + 12a9a12 + 48a9,

0 = −a2
3a9 + 3a3a5a7 − 2a4a5a6 + 8a6a13 − 12a7a12 + 4a9a10,

0 = −2a3a4a9 + 3a3a5a8 − a2
5a6 + 4a6a14 − 12a8a12 + 8a9a11,

0 = 3a3
3a5 − 3a2

3a
2
4 − 12a2

3a12 + 24a3a4a11 − 6a3a5a10 + 2a3a6a8 − 6a2
4a10

− 4a4a6a7 + 2a5a
2
6 − 6a2

3 + 24a10a12 − 24a2
11 + 24a10,

0 = 3a3a
3
5 − 3a2

4a
2
5 − 6a3a5a14 + 2a3a

2
9 − 6a2

4a14 + 24a4a5a13 − 4a4a8a9

− 12a2
5a12 + 2a5a7a9 − 6a2

5 + 24a12a14 − 24a2
13 + 24a14,

0 = 4a4a5a6 − 3a3a5a7 − 12a2
4a7 + 18a3a4a8 − 7a2

3a9 + 12a9a10

− 24a8a11 + 12a7a12 + 48a7,

0 = 4a3a4a9 − 3a3a5a8 − 12a2
4a8 + 18a4a5a7 − 7a2

5a6 + 12a6a14

− 24a7a13 + 12a8a12 + 48a8,

0 = 3a2
3a4a5 − 3a3a

3
4 − 3a2

3a13 − 3a3a4a12 + 3a3a5a11 + 2a3a6a9 + 12a2
4a11

− 9a4a5a10 − 4a4a6a8 + 2a5a6a7 + 12a3a4 + 12a10a13 − 12a11a12 − 48a11,

0 = 3a3a4a
2
5 − 3a3

4a5 − 9a3a4a14 + 3a3a5a13 + 2a3a8a9 + 12a2
4a13 − 3a4a5a12

− 4a4a7a9 − 3a2
5a11 + 2a5a6a9 + 12a4a5 + 12a11a14 − 12a12a13 − 48a13,

0 = a2
3a

2
5 + a3a

2
4a5 − 2a4

4 − a2
3a14 − 6a3a4a13 + 2a3a5a12 + 2a3a7a9 + 10a2

4a12

− 2a4a5a11 − 4a4a7a8 − 3a2
5a10 + 2a5a

2
7 + 10a3a5 + 32a2

4 + 4a10a14 + 8a11a13

− 12a2
12 − 72a12 − 96,

0 = a2
3a14 − 4a3a4a13 + 2a3a5a12 + 4a2

4a12 − 4a4a5a11 + a2
5a10 + 12a3a5

− 4a10a14 + 16a11a13 − 12a2
12 − 48a12.
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We know that in recent years a lot of work on non-associative algebras has been published.
The algebraic classification (up to isomorphism) of algebras of dimension n from a certain
variety defined by a certain family of polinomial identities is a classic problem in the theory
of non-associative algebras. There are many results related to the algebraic classification of
small-dimensional algebras in the varieties of Lie, binary Lie, Leibniz and many other algebras
[1-3].

Binary Leibniz algebras were first organized in the article [4]. Note that the binary Leibniz
algebras are generalization of Leibniz algebras. It is known that all complex Leibniz algebras
are classified up to dimension four [3, 4]. The description of five-dimensional nilpotent Leibniz
algebra can be find in [5].

This work is devoted to the central extension of 4-dimensional binary Leibniz algebras. We
consider 4-dimensional Leibniz algebra with three dimensional center and show that any central
extension of this algebra is a Leibniz algebra.

Definition. L is called a binary Leibniz algebra if the algebra formed by any two generators
of the algebra L is a Leibniz algebra.

In [5] it is proved that binary Leibniz algebra is defined by the following identities:
1.
[
x, [y, z]

]
−
[
[x, y], z

]
+
[
[x, z], y

]
+
[
y, [x, z]

]
−
[
[y, x], z

]
+
[
[y, z], x

]
= 0,

2.
[
x, [y, z]

]
−
[
[x, y], z

]
+
[
[x, z], y

]
+
[
z, [y, x]

]
−
[
[z, y], x

]
+
[
[z, x], y

]
= 0,

3.
[
x, [y, [z, t]]

]
−
[
[x, y], [z, t]

]
+
[
[x, [z, t]], y

]
+
[
x, [t, [z, y]]

]
−
[
[x, t], [z, y]

]
+
[
[x, [z, y]], t

]
+[

z, [y, [x, t]]
]
−
[
[z, y], [x, t]

]
+
[
[z, [x, t]], y

]
+
[
z, [t, [x, y]]

]
−
[
[z, t], [x, y]

]
+
[
[z, [x, y]], t

]
= 0,

It is obvious that any two-generated binary Leibniz algebra is a Leibniz algebra. Thus, in
non-Leibniz binary Leibniz algebras, there should be at least three generators. Moreover, any
2-step nilpotent binary Leibniz algebra is also a Leibniz algebra. Therefore, non-Leibniz binary
Leibniz algebras should be at least three generators and nilindex greater than 3.

We consider following 4-dimensional Leibniz algebra with three dimensional center

L2 ⊕ C2 : [e1, e1] = e2.

Since the algebra L2⊕C2 has a nilindex 3 and three-generated its central extension will has
a nilindex 4 and three generated.

Theorem. Any central extension of 4-dimensional binary Leibniz algebra L2 ⊕ C2 is a
Leibniz algebra.
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TOG‘RI CHIZIQ VA TEKISLIKLAR MINKOVSKIY AYIRMASI HAQIDA

Nuritdinov J. T.
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To‘plamlarning Minkovskiy ayirmasi amali zamonaviy geometriyaning ko‘pgina sohalarida
muhim ahamiyatga ega. Ba’zi chegaralangan to‘plamlar ustida Minkovskiy amallarini bajarish
qonuniyatlari [2,3] ishlarda o‘rganilgan. Chegaralanmagan to‘plamlar ustida, hususan tog‘ri
chiziq va tekisliklar Minkovskiy yig’indisi masalalari D.Velichovaning ishlarida yoritilgan[1].
Lekin chegaralanmagan to‘plamlar Minkovskiy ayirmasi qanday topilishi haqida adabiyotlarda
uchramaydi. Quyida to‘g‘ri chiziqlar va tekisliklar Minkovskiy ayirmasiga doir ba’zi
teoremalarni keltiramiz.

1-ta’rif. n o‘lchovli Rn Evklid fazosida berilgan ikkita P va Q to‘plamlarning Minkovskiy
ayirmasi deb, quyidagi to‘plamga aytiladi:

D = P ∗Q = {x ∈ Rn|x+Q ⊂ P} .
1-teorema. Agar P va Q lar koordinata boshidan o‘tmaydigan Rn fazodagi parallel to‘g‘ri

chiziqlar bo‘lsa u holda ularning Minkovskiy ayirmasi berilgan to‘g‘ri chiziqlarga parallel to‘g‘ri
chiziq bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik D = P ∗Q bo‘lsin. Bu to‘plamga tegishli ixtiyoriy a ∈ Rn nuqtani olamiz,
ya’ni a ∈ P ∗Q, u holda Minkovskiy ayirmasining ta‘rifidan a+Q ⊂ P ekanligi kelib chiqadi. Q
va P to‘plamlar Rnda parallel to‘g‘ri chiziqlar bo‘lgani uchun a+Q = P tenglikni yoza olamiz.
Bu degani Q to‘g‘ri chiziqning a vektor bo‘ylab parallel ko‘chirishdagi obrazi P to‘g‘ri chiziqqa
teng ekanligini anglatadi. a nuqta D to‘plamning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lganligi uchun D+Q = P
tenglikni yoza olamiz. [1, Proposition 3.1.] ga ko‘ra va Q ‖ P ekanligidan, Q ‖ P ‖ D ekanligi
kelib chiqadi.

2-teorema. Agar P va Q lar Rn fazodagi parallel to‘g‘ri chiziqlar bo‘lib, Q to‘g‘ri chiziq
koordinata boshidan o‘tsa, u holda P ∗Q Minkovskiy ayirma P to‘g‘ri chiziqdan iborat bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik D = P ∗Q bo‘lsin. Bu to‘plamga tegishli ixtiyoriy a ∈ Rn nuqtani olamiz,
ya’ni a ∈ P ∗Q, u holda a + Q ⊂ P bo‘ladi. Q va P to‘plamlar Rnda parallel to‘g‘ri chiziqlar
bo‘lgani uchun a + Q = P tenglikni yoza olamiz. a nuqta D to‘plamning ixtiyoriy nuqtasi
bo‘lganligi uchun D + Q = P tenglikni yoza olamiz. Q to‘g‘ri chiziq koordinata boshidan
o‘tgani uchun koordinata boshini o‘z ichiga oladi, ya‘ni o(0, 0, ..., 0) ∈ Q bo‘ladi. Shuning uchun
D + o = P , bundan D = P ekanligi kelib chiqadi.

3-teorema. Agar P va Q lar Rn fazodagi parallel to‘g‘ri chiziqlar bo‘lib, P to‘g‘ri chiziq
koordinata boshidan o‘tsa, u holda P ∗Q Minkovskiy ayirma Q to‘g‘ri chiziqqa koordinata
boshiga nisbatan simmetrik bo‘lgan to‘g‘ri chiziqdan iborat bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik D = P ∗Q bo‘lsin. Bu to‘plamga tegishli ixtiyoriy a ∈ Rn nuqtani olamiz,
ya‘ni a ∈ P ∗Q, u holda a + Q ⊂ P bo‘ladi. Q va P to‘plamlar Rn parallel to‘g‘ri chiziqlar
bo‘lgani uchun a + Q = P tenglikni yoza olamiz. a nuqta D to‘plamning ixtiyoriy nuqtasi
bo‘lganligi uchun D + Q = P tenglikni yoza olamiz. Q to‘g‘ri chiziq koordinata boshidan
o‘tgani uchun koordinata boshini o‘z ichiga oladi, ya‘ni o(0, 0, ..., 0) ∈ P bo‘ladi. Demak, har
bir a(x1, x2, ..., xn) ∈ Q nuqta uchun D to‘plamda shunday a′(−x1,−x2, ...,−xn) ∈ D nuqta
topiladiki a + a′ = o tenglik bajariladi va aksincha. Demak, D to‘g‘ri chiziq berilgan Q to‘g‘ri
chiziqqa koordinata boshiga nisbatan simmetrik ekan.

Yuqoridagi ta’rifdan va teoremalardan bir-biriga parallel bo‘lmagan to‘g‘ri chiziqlarning
Minkovskiy ayirmasi bo‘sh to‘plamdan iborat bo‘lishi kelib chiqadi. Endi n o‘lchovli fazoda
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berilgan tekislik va to‘g‘ri chiziqlarning Minkovskiy ayirmasi haqidagi quyidagi teoremalarni
ko‘rib o‘tamiz.

4-teorema. Agar α- Rn fazodagi koordinata boshidan o‘tmaydigan tekislik va P - shu
fazoda α tekislikka parallel biror to‘g‘ri chiziq bo‘lsa ularning Minkovskiy ayirmasi α ∗P yana
shu α tekislikka parallel tekislikdan iborat bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik β = α ∗P bo‘lsin, ixtiyoriy a ∈ α ∗P nuqta uchun a+P ⊂ α munosabat o‘rinli
bo‘ladi. P to‘g‘ri chiziq α tekilikka parallel bo‘lgani uchun bu munosabatni qanoatlantiruvchi
a nuqta mavjud. a nuqta β to‘plamning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lgani uchun va P to‘g‘ri chiziqni α
tekilikning istalgan nuqtasiga parallel ko‘chirish mumkin ekanligidan β +P = α tenglikni yoza
olamiz. [1, Proposition 3.4.] ga ko‘ra β to‘plamning α tekislikka parallel tekislik ekanligi kelib
chiqadi.

1-natija. Agar α- Rn fazodagi koordinata boshidan o‘tmaydigan tekislik va P - shu fazoda
α tekislikda yotuvchi biror to‘g‘ri chiziq bo‘lsa ularning Minkovskiy ayirmasi α ∗P yana shu α
tekislikan iborat bo‘ladi.

5-teorema. Agar α, β- Rn fazodagi koordinata boshidan o‘tmaydigan parallel tekisliklar
bo‘lsa, ularning Minkovskiy ayirmasi α ∗β berilgan tekisliklarga parallel tekislik bo‘ladi.

6-teorema. Agar α va β lar Rn fazodagi parallel tekisliklar bo‘lib, β tekislik koordinata
boshidan o‘tsa, u holda α ∗β Minkovskiy ayirma α tekislikdan iborat bo‘ladi.

7-teorema. Agar α va β lar Rn fazodagi parallel tekisliklar bo‘lib, α tekislik koordinata
boshidan o‘tsa, u holda α ∗β Minkovskiy ayirma β tekislikka koordinata boshiga nisbatan
simmetrik bo‘lgan tekislikdan iborat bo‘ladi.

Beshinchi, oltinchi va yettinchi teoremalarning isboti yuqoridagi birinchi, ikkinchi, uchinchi
teoremalar isboti kabi ko‘rsatiladi. Bu isbotlarning asosida ikki parallel tekisliklarning
Minkovskiy yig‘indisi natijasida shu tekisliklarga parallel tekislik hosil bo‘lishligi yotadi.
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THE LOCALLY LINDELOF PROPERTIES OF THE HATTORI SPACES

Ortikboyeva N. Z
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e-mail: ortiqboyevan95@gmail.com

Definition 1. [1] . Let A be a subset of R of the real number. Defined the topology τA on
R as follows:

For each x ∈ A, {(x− ε, x+ ε) ; ε > 0} is the neighborhood base at x.
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For each x ∈ R\A, {[x, x+ ε) ; ε > 0} is the neighborhood base at x.
Then (R, τA) is called H-space. The point x is called an R-point, if x ∈ A, otherwise, x is

called an S-point.
Definition 2 . [2]. We say that a topological space X is a Lindelof space or has the Lindelof

property, if X is regular and every open cover of X has a countable subcover. Clearly, a regular
space X is a Lindelof space if and only if every open cover of X has a countable refinement.It
follows from the definitions that every compact space is a Lindelof space.

Definition 3. [3]. X space is called local Lindelof, of it is found such neighbourhood of any
point of this space, it must be possible to separate countable cover from the any open cover of
the neighbourhood.

Theorem 1. [4]. H(A) is locally compact if and only if R\A is closed in R and discrete in
S.

Proof: We again replace R by [0, 1] . Since H(A) is dense in K(A), the space H(A) is locally
compact if and only if it is open in K(A), which is equivalent to say that A is open in R and
R\A is descrete in S (see the comment after the definition of the space K(A) ).

The following question is posed in [3] . What is the space H(A) if R\A is countable and
closed in ? Of course, A is open in R if and only if H(A) is locally compact at every x ∈ A, but
in general there is no topological property of H (A) , in dependent from A, which is equivalent
to the fact that R\A is countable and closed in R.

Theorem 2. H(A) is locally Lindelof space if and only if R\A is closed in R and discrete
in S.
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KO‘PXILLIKDA CHIZIQLI BOG‘LANISH VA UNING XOSSALARI

Saitova S.S., QayumovaS.N.
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Bugungi kunda ko’pchilik aniq fanlar, shu jumladan matematik tushuncha va nazariyalar
jamiyatdagi jarayonlardan ancha uzilgandek. Lekin aslida unday emas. Ma’lumki, matematik
formula va asosiy tushunchalar masalaning to’liq yechimini topishga qaratilgan. Jamiyatda ham
insonlar mukammallikka intiladi, demak biz fandagi qonuniyatlar asosida jamiyatda harakat
qilsak, jamiyat taraqqiyoti jarayonlarini sof ilmiy kuzatishimiz mumkin. Avvalgi tezisimizda
ko’pxilliklarga oid asosiy matematik tushunchalarni jamiyatdagi jarayonlarga interperitatsiya
qilgan edik. Quyida shu mavzuni davom ettiramiz.
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Bizga M va N silliq ko’pxilliklar berilgan bo’lsin, ϕ : M → N akslantirish diffeomorfizm
bo’lishi uchun, ϕ akslantirish silliq, teskarisi mavjud va silliq bo’lishi kerak. ϕ : M → N
diffeomorfizm mavjud bo’lsa, M va N ko’pxilliklar diffeomorf ko’pxilliklar deyiladi.

γ : [a, b] → M silliq akslantirish, boshi γ(a), oxiri γ(b)bo’lgan M ko’pxillikda berilgan yo’l
deyiladi.

M silliq ko’pxillikda γ : [a, b]→ M yo’l berilgan bo’lsin. γ(t) ∈ M , t = t0,p = γ(t0),p ∈ M .
p nuqta atrofida aniqlangan ∀f silliq akslantirish uchun γ yo’lning t = t0 nuqtasidagi urinma
vektori γ′(f) = d(f◦γ)

dt
|t=t0 , γ

′- M ko’pxillikning p nuqtasidagi urinma vektori deyiladi.
M ko’pxillikdagi p nuqtadan o’tuvchi barcha yo’llarning urinma vektorlaridan tashkil topgan

chiziqli fazo p nuqtadagi urinma fazo deyiladi va TpM kabi belgilanadi. Urinma fazo o’lchami
ko’pxillik o’lchami bilan bir xil bo’ladi: dimTpM = dimM .

Vektor maydon deb Xp : p→ Xp (Xp ∈ TpM) akslantirishni qaraymiz, agar vektor maydon
akslantirish sifatida silliq bo’lsa, u holda vektor maydon silliq vektor maydon deyiladi.

Yuqoridagi tushunchalarni jamiyatdagi jarayonlarga interperetatsiya qilamiz. Jamiyatdagi
shaxslar uchun urinma vektorlar tanlangan shaxsning "fazilat"va "illatlari"bo’ladi. Har bir
inson o’z fazilat va illatlariga ko’ra γ chiziq bo’ylab hayot yo’lini yuradi. Yuqoridagilarga ko’ra,
vektor fazo sifatida har bir inson dunyoqarashini olishimiz mumkin.

M silliq ko’pxillikda ∇akslantirishni aniqlaylik: ∇ : TpM × TpM → TpM(p ∈ M) ;X, Y,Z
silliq vektor maydonlar va f,h funksiyalar berilgan bo’lsin. ∇ akslantirish uchun

1) ∇fX+hYZ = f(∇XZ) + h(∇YZ)
2)∇X (fX + hZ) = f∇XY +h∇XZ+(Xf)Y +(Xh)Zshartlar qanoatlantirilsa∇- kovariant

differensial yoki chiziqli bog’lanish deb ataladi: ∇ : (X, Y )→ ∇XY.
Jamiyatda insonlar dunyoqarashi, fikrlashi orqali o’zaro muloqotga kirishadi va ma’lum

bir jabhalarda ikki va undan ortiq inson fikrlari orqali biror to’xtamga kelinib, masalalar hal
etiladi. Ya’ni, insonlar dunyoqarashi o’rtasida ∇ chiziqli bog’lanish kabi bog’liqlik mavjud.
Va bu bog’liqlik chiziqli bog’lanishning 2 ta shartini qanoatlantiradi. Jamiyatda ikki inson
boshqa inson bilan biror masalada muloqotga kirishganda ularning ikkalasining ham asosiy
maqsadi bitta bo’lgani bilan lekin sabablari turli xil (ya’ni f va h funksiyalar) bo’lishi mumkin
va ularning muammolarini hal qilish uchun uchinchi inson ikki shaxsning har biriga o’ziga xos
tarzda yondoshsa asosiy masala hal bo’ladi.

M-silliq ko’pxillik, ∇- chiziqli bog’lanish bo’lsa, quyidagicha aniqlangan (1,3) tipdagi tenzor
riman egriligining tenzori deyiladi:

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.
Mos ravishda buralish tenzori: T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] (1,2) tipdagi tenzordir.
Agar T=0 bo’lsa, ∇- simmetrik bog’lanish (buralishsiz bog’lanish) deyiladi.
Riman egriligining tenzori shaxslar fikrlash farqining ko’rsatkichini ifolasa, buralish

tenzorlari fikrlashdagi ziddiyatlar ko’rsatkichini ifodalaydi. Agarda buralish tenzori 0 ga teng
bo’lsa bog’lanish simmetrik bog’lanish edi. Demak, jamiyatda simmetrik bog’lanishda aynan
biror vaziyatda ikki inson dunyoqarashi o’zaro moslashgan bo’lib, fikrlari o’rtasida keskin
ziddiyatlar yuzaga kelmaydi va masalalar ham oson hal etiladi.

(M,g)-riman ko’pxilligidagi g metrik tenzor va ∇ uchun
(∇Xg) (X,Z) = X(g(Y, Z)) − g(∇XY, Z) − g(Y,∇XZ) = 0 tenglik bajarilsa, (M,g) da

∇chiziqli bog’lanish moslashgan deyiladi
Teorema.[3] (M,g) da quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi ∇chiziqli bog’lanish mavjud:
1) ∇-simmetrik;
2) ∇- g bilan moslashgan
bunday bog’lanish Levi-Chivita bog’lanishi deyiladi.
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Levi-Chivita bog’lanishi quyidagi xossalarga ega:
1) Koszul formulasi:
2g (∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(X,Z)) − Z(g(X, Y )) + g([X, Y ] , Z) + g([Z,X] , Y ) −

g([Y, Z] , X)
2) Biyanki ayniyati:
R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0
(∇XR)(Y, Z,W ) + (∇YR)(Z,X,W ) + (∇ZR)(X, Y,W ) = 0.
Xulosa qilsak, har qanday jamiyatda insonlar dunyoqarashi o’rtasida o’zaro bog’liqlik

mavjuddir. Jamiyat a’zolari bog’liqlikda o’zaro bir-birlarining fikrlarini inobatga olib harakat
qilsalar jamiyat yanada taraqqiy topib boradi.
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INVARIANTS OF m-TUPLES FOR THE GROUP OF
SPECIAL-ORTHOGONAL IN THE TWO-DIMENSIONAL
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Let Q2 be the two-dimensional vector space over the field Q of rational numbers. For a =
(a1, a2), b = (b1, b2) ∈ Q2, we put σ(a, b) = a1b1 + 13a2b2. Then σ(x, y) is a bilinear form on
Q2 and (Q2, σ) is a two-dimensional bilinear-metric space over Q. Denote by Ma the following

matrix
(
a1 −13a2

a2 a1

)
. Put SO(σ,Q) = {Ma|a ∈ Q2, a 6= 0}. The set SO(σ,Q) is a group with

respect to the multiplication of matrices. The group SO(σ,Q) is an analog of the group of all
special-orthogonal in the two-dimensional Euclidean space.

Let N be the set of all natural numbers and m ∈ N . Put Nm = {k ∈ N |1 ≤ k ≤ m}.
A mapping u : Nm → Q2 will be called m-tuple in Q2. Denote it in the following form
u = (u1, u2, . . . um), where uj ∈ Q2,∀j ∈ Nm. Two m-tuples u = (u1, u2, . . . um) and
v = (v1, v2, . . . vm) are called SO(σ,Q))-equivalent if there exists H ∈ SO(σ,Q) such that

vj = Huj, ∀j ∈ Nm. This equivalence denoted by u
SO(σ,Q))∼ v. A function f : Q2 → Q is called

SO(σ,Q)-invariant on Q2 if f(Ha) = f(a),∀a ∈ Q2, ∀H ∈ SO(σ,Q). For a = (a1, a2), b =
(b1, b2) ∈ Q2, put [a b] = a1b2 − a2b1. Functions σ(a, b) = a1b1 + 13a2b2 and [a b] = a1b2 − a2b1

are SO(σ,Q)-invariant functions for all a, b ∈ Q2 such that a 6= 0, b 6= 0.
Let u, v ∈ Q2. In the case u = 0, v 6= 0, they are not SO(σ,Q))-equivalent. In the case

u 6= 0, v 6= 0, they are SO(σ,Q))-equivalent. In the case u = 0, v = 0, they are SO(σ,Q))-
equivalent.
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Theorem 1. Let u = (u1, u2, . . . , um), v = (v1, v2, . . . , vm) be two m-tuples in Q2 such that

u1 6= 0, v1 6= 0, where m > 1. (i). Assume that u
SO(σ,Q)∼ v. Then the following equalities hold{

σ(u1, uj) = σ(v1, vj),∀j = 1, . . . ,m;
[u1uj] = [v1vj] ,∀j = 2, . . . ,m.

(ii). Conversely, assume that above equalities hold. Then there exists the unique matrix H ∈
SO(σ,Q) such that vj = Huj,∀j ∈ Nm.

BOUNDED GEOMETRY FOR CRITICAL CIRCLE HOMEOMORPHISMS
WITH BREAKS

Safarov U.A.
Turin Polytechnic University in Tashkent, Tashkent, Uzbekistan,

e-mail: safarovua@mail.ru

Let f be a circle homeomorphism of the circle S1 with lift F (x), x ∈ R1 , i.e. f(x) =
F (x) (mod 1), x ∈ S1 , where F (x) is continuous, strictly increasing and F (x+1) = F (x)+1, x ∈
R1. The most important arithmetic characteristic of the homeomorphism f is the rotation
number (see [1]):

ρf := lim
n→∞

F n(x)

n
(mod 1).

Henceforth, F n denotes the nth iterate of the function F . The rotation number ρf is rational
if and only if f has periodic orbits.

We consider an orientation preserving circle homeomorphism f that rotation number ρf is
irrational. We denote by {an, n ∈ N} the sequence of entries in the continued fraction expansion
of ρf , i.e. ρf = [a1, a2, ..., an, ...]. Denote by pn

qn
= [a1, a2, ..., an], n ≥ 1 the convergence of ρf .

Their denominators qn satisfy the recurrence relation, that is

qn = anqn−1 + qn−2, n ≥ 2, q0 = 0, q1 = a1.

For an arbitrary point x0 ∈ S1 we define ∆
(n)
0 (x0) the closed interval on S1 with end points

x0 and xqn = f qn(x0). Note that for odd n the point xqn lies to the left of x0 and for even
n to the right. Denote by ∆

(n)
i (x0) the iterates of the interval ∆

(n)
0 (x0) under f :∆(n)

i (x0) :=

f i(∆
(n)
0 (x0)), i ≥ 1.

Lemma([1]). Consider an arbitrary point x0 ∈ S1. A finite piece {xi, 0 ≤ i < qn + qn−1}
of the trajectory of this point divides the circle into the following disjoint (except for the
endpoints)intervals: ∆

(n−1)
i (x0), 0 ≤ i < qn, ∆

(n)
j (x0), 0 ≤ j < qn−1.

We denote the obtaned partition by ξn(x0) and call it n-th dynamical partition of the
circle. We now briefly describe the process of transition from ξn(x0) to ξn+1(x0). All intervals
∆

(n)
j (x0), 0 ≤ j < qn−1, are preserved, and each of the intervals ∆

(n−1)
i (x0) is divided into

an+1 + 1 sub intervals:

∆
(n−1)
i (x0) = ∆

(n+1)
i (x0) ∪

an+1−1⋃
s=0

∆
(n)
i+qn−1+sqn

(x0).

Definition. Let K > 1 be a constant. We call two intervals I1 and I2 of S1 are K−
comparable, if the inequalities K−1`(I2) ≤ `(I1) ≤ K`(I2) hold.
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One of the important class of circle homeomorphisms are piecewise smooth homeomorphisms
with break points or shortly, the class of P-homeomorphisms.

This class of P-homeomorphisms consists of orientation preserving circle
homeomorphisms f which are differentiable except at a finite number of break points,
at which the one-sided positive derivatives f ′− and f ′+ exist, which do not coincide and for
which there exist constants 0 < c1 < c2 <∞, such that
• c1 < f ′−(xb) < c2 and c1 < f ′+(xb) < c2 for all xb ∈ B(f), the set of break points of f in

S1;
• c1 < f ′(x) < c2 for all x ∈ S1\B(f);
• log f ′ has bounded variation in S1 i.e. v := varS1 log f ′ <∞.
Now we consider an orientation preserving circle homeomorphisms f , that have a critical

point.The point xcr ∈ S1 is called non-flat critical point of a homeomorphism f with order
d > 1, if for a some δ− neighborhood Uδ(xcr) such that f(x) = φ(x)|φ(x)|d−1 + f(xcr) for all
x ∈ Uδ(xcr), where φ : Uδ(xcr)→ φ(Uδ(xcr)) is a C3 diffeomorphism such that φ(xcr) = 0.

Let xcr ∈ S1 be a critical point of homeomorphism f . For any x0 ∈ S1, consider the
dynamical partition ξn(x0). For definiteness we assume that n is odd. Then xqn ≺ x0 ≺ xqn−1 .
The structure of the dynamical partition implies that xcr = f−p(xcr) ∈ [xqn , xqn−1 ], for some
p, 0 < p < qn. Let I1 and I2 be any elements of a dynamical partition ξm(xcr), m ≥ n having
common endpoints.

Next we formulate the main result of this work.
Theorem. Let f be a P -homeomorphism with critical point of the order d > 1 and irrational

rotation number. Then there exists a constant K > 1 depending only on f such that the intervals
I1 and I2 are K -comparable.

Note that the result of Theorem was obtained by Dzhalilov, Noorani and Akhatkulov [2]
for P homeomorphisms with odd order of critical point. In our case the order of critical point
can be any real number bigger than 2.
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2-LOCAL DERIVATION ON SOME SOLVABLE LIE ALGEBRAS
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The notions of local derivations were introduced in 1990 by R.V.Kadison [3] and D.R.Larson,
A.R.Sourour [4]. Later in 1997, P.Šemrl introduced the notions of 2-local derivations and 2-
local automorphisms on algebras [2]. The main problems concerning these notions are to find
conditions under which all local (2-local) derivations become (global)derivations and to present
examples of algebras with local (2-local) derivations that are not derivations.

Investigation of local derivations on Lie algebras was initiated in papers in [1]. Sh.A.Ayupov
and K.K.Kudaybergenov have proved that every local derivation on semi-simple Lie algebras is a
derivation and gave examples of nilpotent finite-dimensional Lie algebras with local derivations
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which are not derivations. In this work we investigate 2-local derivations of some solvable Lie
algebras.

Definition 1. An algebra L over a field K is called a Lie algebra if its multiplication
(denoted by (x, y) 7→ [x, y]) satisfies the identities:

(1) [x, x] = 0,
(2)
[
x, [y, z]

]
+
[
y, [z, x]

]
+
[
z, [x, y]

]
= 0,

for all x, y, z ∈ L. Identity (2) is called the Jacobi identity.
Definition 2. A linear map d : L→ L of a Leibniz algebra (L, [·, ·]) is said to be a derivation

if for all x, y ∈ L, the following condition holds:

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)].

The set of all derivations of L is denoted by Der(L), which is a Lie algebra with respect to
the commutator.

For a given element x of a Leibniz algebra L, the right multiplication operator Rx : L→ L,
defined by Rx(y) = [y, x], y ∈ L is a derivation. In fact, Leibniz algebras are characterized
by this property regarding right multiplication operators. As in the Lie case, these kinds of
derivations are said to be inner derivations.

Definition 3. A map ∇ : L → L (not necessary linear) is called 2-local derivation if for
any x, y ∈ L there exists a derivation Dx,y ∈ Der(L) such that

∇(x) = Dx,y(x), ∇(y) = Dx,y(y).

For a given Leibniz algebra L the lower central and derived series defined as follows:

L1 = L, Lk+1 = [Lk, L], k ≥ 1, L[1] = L, L[s+1] = [L[s], L[s]], s ≥ 1,

respectively.
Definition 4. A Leibniz algebra L is said to be nilpotent (respectively, solvable), if there

exists k ∈ N (s ∈ N) such that Lk = {0} (respectively, L[s] = {0}). The minimal number k with
such property is said to be the index of nilpotency of the algebra L.

Definition 5. An n-dimensional Leibniz algebra is called quasi-filiform if its index of
nilpotency is equal to n− 1.

A Leibniz algebra L is Z-graded, if L =
⊕

i∈Z Vi, where [Vi, Vj] ⊆ Vi+j for any i, j ∈ Z with
a finite number of non-null spaces Vi.

We say that a nilpotent Leibniz algebra L admits the connected gradation L = Vk1⊕· · ·⊕Vkt ,
if Vki 6= {0} for any i (1 ≤ i ≤ t).

Definition 6. The number l(⊕L) = l(Vk1 ⊕ · · · ⊕ Vkt) = kt − k1 + 1 is called the length of
gradation. A gradation is called of maximum length, if l(⊕L) = dim(L).

We denote by l(L) = max{l(⊕L) such that L = Vk1 ⊕ · · · ⊕ Vkt is a connected gradation}
the length of an algebra L.

Definition 7. A Leibniz algebra L is called of maximum length if l(L) = dim(L).
Theorem 1.[5] Any element of R(gi(n,1), 2), i = 1, 2 is isomorphic to one of the following

Lie algebras:
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R(g1
(n,1), 2) :



[e1, ei] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 2,

[ei, en−i] = (−1)ien, 2 ≤ i ≤ n−1
2
, n ≥ 5 and n is odd;

[e1, x] = −[x, e1] = e1,

[ei, x] = −[x, ei] = (i− 2)ei, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[en, x] = −[x, en] = (n− 4)en,

[ei, y] = −[y, ei] = ei, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[en, y] = −[y, en] = 2en,

R(g2
(n,1), 2) :



[e1, ei] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 2,

[ei, en] = ei+2, 2 ≤ i ≤ n− 3, n ≥ 5;

[e1, x] = −[x, e1] = e1,

[ei, x] = −[x, ei] = (i− 2)ei, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[en, x] = −[x, en] = 2en,

[ei, y] = −[y, ei] = ei, 2 ≤ i ≤ n− 1.

Now we shall give the main result concerning 2-local derivations of solvable Lie algebra
R(gi(n,1), 2), i = 1, 2.

Theorem 2. Any 2-local derivation on the algebra R(gi(n,1), 2), i = 1, 2 is a derivation.
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Cp DA NORMASI BIRDAN KATTA BO’LMAGAN, Zp GA TEGISHLI
BO’LMAGAN ELEMENTLARNING MAVJUDLIGI
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musohontursunov42@gmail.com

F – maydon bo‘lsin. F maydonni qism maydon sifatida o‘z ichiga oluvchi har qandayK maydon
F maydonning kengaytmasi deyiladi1.

Ta’rif 1.Agar K kengaytmaning har qanday α ∈ K elementi koeffisientlari F maydondan
olingan biror a0 + a1x + a2x

2 + ... + anx
n = 0, ai ∈ F, i = 0, n, ko‘phadning ildizi bo‘lsa, u

holda K maydon F maydonning algebraik kengaytmasi deyiladi.
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F maydonning har qanday K kengaytmasini F maydon ustidagi vektor fazo sifatida ham
qarashimiz mumkin. Agar F maydon ustidagi K vektor fazo chekli o‘lchamli bo‘lsa, u holda K
maydon F maydonning algebraik kengaytmasi bo‘ladi. Bu holda K vektor fazoning o‘lchami K
kengaytmaning darajasi deyiladi va [K : F ] kabi belgilanadi.

F maydonning chekli algebraik kengaytmalarining darajalari orasida quyidagicha bog‘lanish
mavjud. Agar K ′ maydon K maydonning algebraik kengaytmasi, K maydon esa F maydonning
algebraik kengaytmasi bo‘lsa, u holda K ′ maydon F maydonning ham algebraik kengaytmasi
bo‘ladi va quyidagi tenglik o‘rinli: [K ′ : F ] = [K ′ : K] · [K : F ].

Agar K maydonning ixtiyoriy elementini koeffisientlari F maydonga tegishli bo‘lgan
ratsional funksiyaning biror α ∈ K dagi qiymati ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, u
holda K maydon α elementni F maydonga qo‘shilishidan hosil qilingan deyiladi va K = F (α)
ko‘rinishida belgilanadi.

K maydon F maydonning algebraik kengaytmasi bo‘lib, α ∈ K bo‘lsin. U holda bosh
koeffisienti 1 ga teng va keltirilmaydigan yagona ko‘phad mavjud bo‘lib, α shu ko‘phadning
ildizi bo‘ladi, ya’ni αn + an−1α

n−1 + ... + a1α + a0 = 0, ai ∈ F. Odatda bu ko‘phad α ning F
ga nisbatan minimal ko‘phadi deyiladi, n esa α elementning darajasi ham deyiladi. Bu vaqtda
F (α) maydon F maydonning n-darajali kengaytmasi bo‘ladi.

Endi quyidagi ikkita fundamental teoremalarni keltiraylik. Bu teoremalarni isbotini [1]
kitobdan topishingiz mumkin.

Teorema 1. (Krullning mavjudlik teoremasi) (F, |·|F ) noarximed normalangan maydon
va K uning kengaytmasi bo‘lsin. U holda K maydonda | · |F normaning davomi bo‘lgan | · |K
noarximed norma mavjud.

Teorema 2. (Yagonalik teoremasi) F va K Teorema 12.1 ning shartlarini
qanoatlantirsin. Agar F maydon | · |F normaga nisbatan to‘la va K maydon F ning algebraik
kengaytmasi bo‘lsa, u holda | · |F normaning K maydonga davomi yagona bo‘ladi.

Bundan keyingi hamma joyda K orqali Qp maydonning chekli kengaytmasini belgilaymiz.
m = [K : Qp], ya’ni K – bu Qp maydon ustidagi m o‘lchamli vektor fazo bo‘lsin. U holda p-
adik normaning K gacha noarximed davomi mavjud va yaqona ekani yuqoridagi teoremalardan
ma’lum.

Faraz qilaylik, L va K maydonlar Qp ⊂ K ⊂ L munosabatni qanoatlantiruvchi Qp

maydonning ikkita chekli kengaytmalari bo‘lsin. Hamda |·|L va |·|K normalar p-adik normaning
mos ravishda L va K maydonlargacha davomi bo‘lsin. U holda bu davomlarning yagonaligidan
ixtiyoriy x ∈ K uchun |x|L = |x|K kelib chiqadi. Demak, x ning normasi davom ettirish usuliga
bog‘liq emas.

Biz K maydonga p-adik normaning davomi mavjud va yagonaligini bildik, ammo davom
ettirishning qanday usullari bor? Shu savolga javob berishga harakat qilaylik.

Bizga K \ Qp to‘plamdagi elementlarning p-adik normasini hisoblash uchun NK\Qp(xy) =
NK\Qp(x)NK\Qp(y) tenglikni qanoatlantiradigan NK\Qp : K → Qp funksiya kerak.

Teorema 2. K maydon Qp ning chekli kengaytmasi bo‘lib, n = [K : Qp] bo‘lsin. U holda
p-adik normaning K maydongacha davomi ushbu |x|p = n

√∣∣NK\Qp(x)
∣∣
p
ko‘rinishdagi | · |p :

K → R+ funksiya bilan aniqlanadi.
Demak, agar K maydon Qp ning chekli kengaytmasi bo‘lib, n = [K : Qp] bo‘lsa, u holda

ixtiyoriy x ∈ K uchun ordp(x) = 1
n
ordp(NK\Qp(x)) bo‘lib, yuqoridagi formula yordamida

aniqlangan normaning qiymatlari {p−ordp(x) : ordp(x) ∈ n−1Z} to‘plamda bo‘ladi.
Endi koeffisientlari Qp dan olingan har qanday ko‘phadning barcha ildizlarini o‘z ichiga

olgan maydon quramiz.
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Ta’rif 2. K maydon bo‘lsin. Agar K[x] halqadan olingan har qanday ko‘phad ildizlari K
da mavjud bo‘lsa, u holda K maydon algebraik yopiq deyiladi. Agar K maydon F maydonning
kengaytmasi bo‘lib, algebraik yopiq bo‘lsa, u holda K maydon F maydonning algebraik yopilmasi
deyiladi va K = F ac kabi belgilanadi.

Faraz qilaylik U to‘plam Qp maydonning barcha chekli kengaytmalarini birlashmasi bo‘lsin.
Bu to‘plam Qp ning algebraik yopilmasi ekanini isbotlash mumkin, ya’ni U = Qac

p . Haqiqatan,
agar x ∈ Qac

p bo‘lsa, u holda x element Qp(x) chekli kengaytmaga tegishli bo‘ladi.
Biz |·|p normani p-adik normaningQp(x) kengaytmagacha yagona davomi sifatida aniqlaylik.

Bu normaning aniqlanishi Qp(x) chekli kengaytmaning tanlanishiga bog‘liq emas. Shuning
uchun uni Qac

p dagi p-adik normaning yagona davomi deyish mantiqan to‘g‘ri. Demak, biz
p-adik normaning Qac

p maydongacha davomiga ega bo‘ldik. Endi, bu normaning qiymatlari
qanday bo‘ladi degan savolga javob beramiz.

Ma’lumki, K maydon Qp ning chekli kengaytmasi bo‘lib, n = [K : Qp] bo‘lsa, u holda
K maydonda aniqlangan normaning qiymatlari {p−ordp(x) : ordp(x) ∈ n−1Z} to‘plamda
bo‘lar edi. Qp maydonning algebraik yopilishi cheksiz kengayishdir, bu Qp ga nisbatan har
qanday darajadagi keltirilmaydigan ko‘phadlar mavjudligidan kelib chiqadi. Demak, x ∈ Qac

p

elementning normasi {p−ordp(x) : ordp(x) ∈
⋃∞
n=1 n

−1Z} = {pr : r ∈ Q} to‘plamning elementi
bo‘lar ekan.

Afsuski Qac
p maydonning p-adik norma bo’yicha davomi to’liq emas. Biz Qac

p ni to’ldirib,
yangi algebraik yopiq bo’lgan Cp maydonni hosil qilamiz. Bu fakt Krasner teoremasi bilan
ma’lum. Biz Cp ni kompleks p-adik sonlar maydoni deb ataymiz.

Endi biz Cp elementlarini ichida normasi birdan kichik, ammo Zp ning elementi bo’lmagan
sonning mavjudligini ko’rsatamiz. Buning uchun Qp da yechilmaydigan, x2 = a ko’phadni
qaraymiz va uni shu ko’phadning ildizi yordamida F maydonga kengaytiramiz. U holda [K :
Qp] = 2 bo‘ladi. Endi, faraz qilaylik |a|p = pl bo’lsin. p−l/2 · x elementni qarasak, bu F da
mavjud va uning normasi |p−l/2 · x|p = p−l/2 · pl/2 = 1 bunda norma sifatida F dagi normani
oldik. Tasdiq . Cp da normasi 1 dan katta bo’lmagan, ammo Zp ga tegishli bo’lmagan cheksiz
ko’p elementlar mavjud.
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In recent years non-associative analogues of classical constructions become of interest in
connection with their applications in many branches of mathematics and physics. The notions
of local and 2-local derivations are also become popular for some non-associative algebras such
as the Lie and Leibniz algebras.

The notions of local derivations were introduced in 1990 by R.V.Kadison [7] and D.R.Larson,
A.R.Sourour [8]. Later in 1997, P.Šemrl introduced the notions of 2-local derivations and 2-
local automorphisms on algebras [6]. The main problems concerning these notions are to find
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conditions under which all local (2-local) derivations become (global)derivations and to present
examples of algebras with local (2-local) derivations that are not derivations.

Investigation of local derivations on Lie algebras was initiated in paper in [2]. Sh.A.Ayupov
and K.K.Kudaybergenov have proved that every local derivation on semi-simple Lie algebras is a
derivation and gave examples of nilpotent finite-dimensional Lie algebras with local derivations
which are not derivations. In [3] local derivations and automorphism of complex finite-
dimensional simple Leibniz algebras are investigated, and it is proved that all local derivations
on a finite-dimensional complex simple Leibniz algebras are automatically derivations and it
is shown that filiform Leibniz algebras admit local derivations which are not derivations. The
results of the paper [4] shows have proved that p-filiform Leibniz algebras as a rule admit local
derivations which are not derivations. The results of the paper [1] shows have proved that
quasi-filiform Leibniz algebra as a rule admit local derivations which are not derivations.

In the present paper we describe local derivations of NFk ⊕NFs Leibniz algebra and show
the existence of local derivation on NFk ⊕NFs Leibniz algebra which is not derivations.

Definition 1. A vector space with a bilinear bracket (L, [·, ·]) is called a Leibniz algebra if
for any x, y, z ∈ L the so-called Leibniz identity[

x, [y, z]
]

=
[
[x, y], z

]
−
[
[x, z], y

]
,

holds.
For a given Leibniz algebra (L, [·, ·]), the sequence of two-sided ideals are defined recursively

as follows:
L1 = L, Lk+1 = [Lk, L], k ≥ 1.

This sequence is said to be the lower central series of L.
Definition 2. A Leibniz algebra L is said to be nilpotent, if there exists n ∈ N such that

Ln = {0}.
Definition 3. A linear map d : L→ L of a Leibniz algebra (L, [·, ·]) is said to be a derivation

if for all x, y ∈ L, the following condition holds:

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)] . (2)

The set of all derivations of L is denoted by Der(L), which is a Lie algebra with respect to
the commutator.

For a given element x of a Leibniz algebra L, the right multiplication operator Rx : L→ L,
defined by Rx(y) = [y, x], y ∈ L is a derivation. In fact, Leibniz algebras are characterized
by this property regarding right multiplication operators. As in the Lie case, these kinds of
derivations are said to be inner derivations.

Definition 4. A linear operator ∆ is called a local derivation if for any x ∈ L, there exists
a derivation Dx : L → L (depending on x) such that ∆(x) = Dx(x).

Definition 5. An n-dimensional Leibniz algebra is called null-filiform if dimLi = n + 1 −
i, 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Let NFk be an k-dimensional null-filiform Leibniz algebra with a basis e1, e2, ..., ek and
NFs an s-dimensional null-filiform Leibniz algebra with a basis f1, f2, ..., fs then we have the
following multiplication[5]:

NFk : [ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ k − 1; NFs : [fi, f1] = fi+1, 1 ≤ i ≤ s− 1.

Let us consider the direct sum of these algebras L = NFk⊕NFs. The following proposition
describes derivations of the algebra L.
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Proposition 1.Any derivation of the algebra L = NFk ⊕ NFs has the following matrix
form:

D(ej) = jα1ej +
k∑

i=j+1

αi−j+1ei, 1 ≤ j ≤ k,

D(fj) = jβ1fj +
s∑

i=j+1

βi−j+1fi, 1 ≤ j ≤ s.

Theorem 1. Let ∆ be a linear operator on L. Then ∆ is a local derivation, if and only if
its matrix has the form:

∆(ei) =
k∑
j=i

γj,iej, 1 ≤ i ≤ k.

∆(fj) =
k+s∑
t=k+j

γt,k+jft−k, 1 ≤ j ≤ s.

Corollary 1. The algebra L admit local derivations which are not derivations.
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В данной работе рассматриваются центральные расширения естественным обра-
зом градиурованных 2-филиформных алгебр Лейбница. Фактически метод центральных
расширений алгебр Ли был адаптирован для алгебр Лейбница в [2]. Отметим, что одно-
мерные центральные расширения нуль-филиформной алгебры Лейбница и естественным
образом градуированной филиформной алгебры Ли были описаны в [2], [3].

Пусть L–градуированная 2-филиформная неразложимая нелиевая алгебра Лейбница.
Тогда согласно работе [3] она изоморфна одной из следующих неизоморфных алгебр:

µ1 : [ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3, [e1, f1] = f2,

µ2 : [ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3, [e1, f1] = e2 + f2, [ei, f1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 3,

где {e1, e2, . . . , en−2, f1, f2} базис алгебры.
Основные результаты данной работы состоят из классификации одномерных централь-

ных расширений естественным образом градуированных 2-филиформных алгебр Лейбни-
ца µ1.

Пусть L–n-мерная алгебра Лейбница и пусть V = 〈x〉–абелева алгебра.
Центральным 2-коциклом на L называется билинейное отображение θ : L ⊗ L −→ V

такое, что для любой тройки элементов x, y, z ∈ L выполняется равенство

θ(x, [y, z]) = θ([x, y], z)− θ([x, z], y).

Через ZL2(L, V ) обозначим множество всех 2-коциклов из L на V . Если для линейного
отображения ϕ : L −→ V имеем θ(x, y) = ϕ([x, y]), то θ называется кограницей. Через
BL2(L, V ) обозначим множество всех 2-кограниц из L на V . Множество HL2(L, V ) :=
ZL2(L, V )/BL2(L, V ) называется 2-ой группой когомологий. Если θ1− θ2 кограница, то θ1

и θ2 называются когомологичными.
Для θ ∈ C2(L, V ) построим центральное расширение Lθ. По определению, это вектор-

ное пространство Lθ = L⊕ V со следующим умножением:

[x+ u, y + v] = [x, y]L + θ(x, y), для x, y ∈ L, u, v ∈ V.

Алгебра Lθ является алгеброй Лейбница тогда и только тогда, когда θ ∈ ZL2(L, V ).
Алгебра Lθ называется центральным расширением алгебры L по центру V.

Пусть L – n-мерная естественным образом градуированная 2-филиформная алгебра
Лейбница µ1.

Предложение.

• Следующие коциклы

4i(ei, e1) = x, 1 ≤ i ≤ n− 1, 4n(en, e1) = x, 4n(e2, en−1) = x,

4n+1(e1, en−1) = x, 4n+2(en−1, en−1) = x, 4n+3(en, en−1) = x,

образуют базис пространства ZL2(µ1, V );

• Следующие кограницы

4i(ei, e1) = x, 1 ≤ i ≤ n− 3, 4n−2(e1, en−1) = x,

образуют базис пространства BL2(µ1, V );



135

• Следующие коциклы

[41](en−2, e1) = x, [42](en−1, e1) = x, [43](en−1, en−1) = x,

[44](en, e1) = x, [45](en, en−1) = x,

образуют базис пространства HL2(µ1, V ).

Из Предложения вытекает, что таблица умножений одномерного центрального расши-
рения алгебры Лейбница µ1 имеет вид L(α1, α2, α3, α4, α5):

[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3, [e1, en−1] = en, [en−2, e1] = α1x,

[en−1, e1] = α2x, [en−1, en−1] = α3x, [en, e1] = α4x, [en, en−1] = α5x.

Теорема. Одномерное центральное расширение 2-филиформной алгебры Лейбница µ1

изоморфно одной из следующих попарно неизоморфных алгебр:

L1(1, 0, 0, 0, 0), L2(1, 0, 1, 0, 0), L3(1, 0, α, 1, 0), L4(1, 0, 0, 0, 1),

L5(0, 0, 0, 1, 0), L6(0, 0, 1, 1, 0), L7(0, 0, 0, 1, 1), L8(0, α, 0, 0, 1),

L9(0, 0, 1, 0, 0), L10(0, 1, 0, 0, 0), α ∈ C.
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В этой работе мы определяем понятие би-дифференцирования алгебры Лейбница и
опишем би-дифференцирования нуль-филиформной алгебры Лейбница.

Пусть L – алгебра Лейбница над полем F .
Определение 1. Линейное отображение d : L→ L называется дифференцированием,

если для любых x, y ∈ L выполняется тождество:

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)].

Оператор правого умножение Rx(y) = [y, x] является дифференцированием и такие
дифференцирования называются внутренними.

Понятия би-дифференцирования для алгебр Лейбница определяются аналогично, как
и в случае для алгебр Ли [2].
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Определение 2. Билинейное отображение ϕ : L × L −→ L называется би-
дифференцированием, если оно является дифференцированием по обеим аргументам, т.е.

ϕ([x, y], z) = [x, ϕ(y, z)] + [ϕ(x, z), y] и ϕ(x, [y, z]) = [y, ϕ(x, z)] + [ϕ(x, y), z],

для всех x, y, z ∈ L.
Если L – алгебра Ли, то отображение ϕ(x, y) = λ[x, y] для всех x, y ∈ L, является

примером би-дифференцирований и такие би-дифференцирования называются внутрен-
ними, где λ ∈ C.

Теперь приведем классификацию дифференцирований и би-дифференцирований
нуль-филиформной алгебры Лейбница. Известно, что в каждой размерности с точностью
до изоморфизма существует единственная нуль-филиформная алгебра Лейбница [1], и в
базисе {e1, e2, . . . , en} умножение алгебры имеет вид:

NFn : [ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 1,

где отсутствующие произведения равны нулю.
В работе [3] описаны дифференцирования нуль-филиформной алгебры Лейбница.

Следовательно, любое дифференцирование алгебры NFn имеет следующий вид:

d(ei) = iA1ei +
n∑

j=i+1

Aj−i+1ej, 1 ≤ i ≤ n.

В следующей теореме сформулируем основной результат данной работы.
Теорема 1. Произвольное би-дифференцирование алгебры NFn имеет вид:

ϕ(ei, ek) = ϕ(ek, ei) = iA1ei+k−1 +
n∑

t=i+k

At−i−k+2et, 1 ≤ k ≤ i ≤ n.
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Пусть в пространстве OXY Z дана гладкая поверхность S которая задано в явном виде
z = F (x, y). Отмечем какую-нибудь точку M0(x0, y0, z0)на этой поверхности. Проведем
касательную плоскость α и нормаль M0N через этой точки. Далее проведҷм нормальную
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сечению βто есть плоскость проходящий через нормаль. Ясно, что эта сечения отсекает
от поверхности S гладкую кривую L которую можно задать с функцией z = f(x).Кроме
того прямая l по которому пересекается касательная плоскость α и нормальное сечение β
является касательной прямой к кривой L в точке M0.

Определения-1. Если существует нормальное сечение в точке M0, для которого,в
малый окрестности U точки M0 для расстояние d(M, l) от линии L до касательного l
выполняется условия

C1|M −M0|k ≤ d(M, l) ≤ C2|M −M0|k,

где C1 и C2 положительные числа или все равно существует такое число k ∈ N , что при
всех i = 0, 1, ..., k − 1f (i)(M0) = 0, f (k)(M0) 6= 0 то сечение L поверхности S называется
сечением конечного типа- k.

Определения-2[IS]. Если любое нормальное сечение является сечением конечного ти-
па, то поверхность S называется поверхностью конечного линейного типа.

Пример на поверхность имеющей конечной линейной тип будет сфера. Цилиндр не бу-
дет поскольку у поперечного сечения получиться прямая что означает невозможно найти
такое k в определение -1.

Пусть S ⊂ R2- гладкая кривая ограничивающая выпуклую область и пусть dσ мера
индуцированной длине на кривой S. Пусть Tx0 есть аффинная касательная к кривой S в
точке x0 и пусть

B̃(x0, δ) = {x ∈ S : dist(x, Tx0) < δ},
B̃ называется "чашкой" с высотой δ.

Теорема-1. Пусть S будет гладкая замкнутая кривая на R2 ограничившая выпуклую
область. Далее пусть η ∈ R2 с |η| = 1 и пусть x0 ∈ S, η ортогонален к S в точке x0.Кроме
этого пусть χ ∈ BV (S) сосредоточено в малой окрестности точки x0.Положим

H(λ) =

∫
S

eiλ〈x,η〉χ(x)dσ(x).

Тогда справедлива следующая оценка:

|H(λ)| ≤ C|σ(B̃(x0,
1

λ
))|,

Где C константа зависящейся только от S, BV - норми χ′ и норми χ и σ- индуцированная
Лебеговая мера.

Доказательства этой теоремы основывается на следующей лемме.
Лемма -1.Пусть ψ(t) есть гладкая выпуклая функция с условиями ψ(0) = 0, ψ′(0) = 0

и пусть χ ∈ BV (S). Тогда

|
∫ ∞

0

eiλψ(t)χ(t)dt| ≤ 4Cmes{x : x ∈ ψ−1(0,
1

|λ|
)}

где C зависить только от BV - нормы χ.
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Известно, что для произвольного многообразия алгебр, посредством оболочки Грассма-
на, можно определить Z2-градуированные алгебры, которые называются супералгебрами
этого многообразия. Обычно в Z2-градуированных пространствах одно из пространств на-
зывается четной частью, а второе – нечетной частью. Характерной чертой многообразий
супералгебр является то, что четная часть есть не что иное, как многообразие этих алгебр.
В частности, четная часть супералгебр Ли и супералгебр Лейбница является алгеброй Ли
и алгеброй Лейбница, соответственно.

Определение 1. Z2-градуированное векторное пространство L = L0 ⊕ L1 называется
супералгеброй Лейбница, если она снабжена произведением [−,−] которое удовлетворяет
следующему условию:[

x, [y, z]
]

=
[
[x, y], z

]
− (−1)αβ

[
[x, z], y

]
− супертождество Лейбница

для любых x ∈ L, y ∈ Lα, z ∈ Lβ.
Для определения понятия нильпотентности супералгебры Лейбница определим следу-

ющий нижний центральный ряд:

L1 = L, Lk+1 = [Lk, L], k ≥ 1.

Алгебра Лейбница L называется нильпотентной, если существует k ∈ N такое, что
Lk = {0}. Минимальное число k с таким свойством называется индексом нильпотентно-
сти алгебры L.

Определим понятие дифференцирования для супералгебр Лейбница. Отметим, что по-
нятие дифференцирования супералгебр отличается от обычного дифференцирования ал-
гебр, и как в Z2-градуированной алгебре пространство дифференцирований состоит также
из четной и нечетной подпространств.

Определение 2. Дифференцированием супералгебры L степени s, s ∈ Z2 называется
линейное преобразование D : L→ L удовлетворяющее следующему условию:

D([x, y]) = [x,D(y)] + (−1)s·β[D(x), y],

где x ∈ L, y ∈ Lβ.
В работе [2] приведены нильпотентные супералгебры Лейбница с нильиндексом n+m

и характеристической последовательностью (n | m−1, 1). В случае m = n+1 супералгебра
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L в базисе {x1, x2, · · · , xn, y1, y2, · · · , yn+1} имеет следующие произведения:

[xi, x1] = xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 1,

[yj, x1] = yj+1, 1 ≤ j ≤ n− 1,

[xi, y1] = 1
2
yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 1,

[yj, y1] = xj, 1 ≤ j ≤ n,

[yn+1, yn+1] = γxn,

[xi, yn+1] =
n+1−i∑
k=[n+4

2
]

βkyk−1+i, 1 ≤ i ≤ [n−1
2

],

[y1, yn+1] = −2
n∑

k=[n+4
2

]

βkxk−1 + βxn,

[yj, yn+1] = −2
n+2−j∑
k=[n+4

2
]

βkxk−2+j, 2 ≤ j ≤ [n+1
2

].

При n = 8 таблица умножений такой супералгебры Лейбница имеет следующий вид:

L :



[xi, x1] = xi+1, 1 ≤ i ≤ 7,

[yj, x1] = yj+1, 1 ≤ j ≤ 7,

[xi, y1] = 1
2
yi+1, 1 ≤ i ≤ 7,

[yj, y1] = xj, 1 ≤ j ≤ 8,

[xi, y9] =
9−i∑
k=6

βkyk−1+i, 1 ≤ i ≤ 3,

[y1, y9] = −2β6x5 − 2β7x6 − 2β8x7 + βx8, [y9, y9] = γx8,

[yj, y9] = −2
10−j∑
k=6

βkxk−2+j, 2 ≤ j ≤ 4.

В следующем предложении опишем пространство четных дифференцирований супер-
лагебры Лейбница L.

Предложение. Четное дифференцирование супералгебры Лейбница L имеет следу-
ющий вид: 

d(x1) = 2b1x1 + b2x2 + · · ·+ b8x8,

d(xi) = 2ib1xi + b2xi+1 + · · ·+ b9−ixi, 2 ≤ i ≤ 8,

d(yi) = (2i− 1)b1yi + b2yi+1 + · · ·+ b9−iy8, 2 ≤ i ≤ 8,

d(y1) = b1y1 + b2y2 + · · ·+ b9y9, d(y9) = c9y9,

где
b9βi = 0, 6 ≤ i ≤ 8, βi((2i− 3)b1 − 1) = 0, 6 ≤ i ≤ 8,

β(15b1 − 1) = γb9, γ(c9 − 8b1) = 0.
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Пусть B(H) – алгебра всех ограниченных линейных операторов, действующих в ком-
плексном гильбертовом пространстве H. Слабо замкнутая *-подалгебра M в B(H), со-
держашая единичный оператор e называется W ∗- алгеброй. Вещественная *-подалгебра
R ⊂ B(H) называется вещественной W ∗- алгеброй, если она слабо замкнута и R ∩ iR =
{0}. Вещественная W ∗-алгебра R называется вещественой фактором, если ее центр Z(R)
совпадает с {λe, λ ∈ R}. Мы скажем, что вещественная W*-алгебра R имеет тип Ifin, I∞,
II1, II∞ или IIIλ, (0 ≤ λ ≤ 1), если ее обвертывающая W*-алгебра M = R + iR имеет
соответствующий тип в смысле обычной классификации W*-алгебр. Линейное отображе-
ние α : M → M с α(x∗) = α(x)∗ называется *-автоморфизмом, если α(xy) = α(x)α(y);
*-антиавтоморфизмом, если α(xy) = α(y)α(x); инволютивным, α2(x) = x, для всех
x, y ∈ M . Известно [1], что если α инволютивный *-антиавтоморфизмом W*-алгебры M ,
то

(M,α) = {x ∈M : α(x) = x∗} (3)

является вещественной W*-алгеброй. Верно и обратное утверждение, т.е. всякая ве-
щественная W*-алгебра R имеет вид (3), где M = R + iR и α-инволютивный *-
антиавтоморфизм M , определенный как α(x + iy) = x∗ + iy∗. Поэтому мы можем отож-
дествлять вещественную W*-алгебру R с парой (M,α). Пусть M (⊂ B(H)) - конеч-
ный фактор и пусть α - инволютивный *-антиавтоморфизм M . Известно [2], что если
B(H) = B(Hr) + iB(Hr) и (M,α) ⊂ B(Hr), где Hr – вещественное гильбертово пространт-
сво с Hr + iHr = H, тогда

dimM(H) = dim(M,α)(Hr) =
1

2
dim(M,α)(H). (4)

Пусть N – подфактор фактора M , такой что α(N) ⊂ N . Индексом N в M называется
число dimN(L2(M) и обозначается как [M : N ], где L2(M) – пополнение алгебрыM относи-
тельно нормы ‖x‖2 =tr(x∗x)1/2 [3]. Аналогично, индексом (N,α) в (M,α) называется число
dim(N,α)(L

2(M,α)) и обозначается как [(M,α) : (N,α)], где L2(M,α) – пополнение веще-
ственного фактора (M,α) относительно нормы ‖·‖2. Между вещественным и комплексным
индексами имеется следующая связь.

[(M,α) : (N,α)] = [(M : N ], т.е. [R : Q] = [R + iR : Q+ iQ].

Рассматривая комплексный фактор M как вещественную W*-алгебру, в силу (2) мы
можем полагать [M : (M,α)] = 2[(M,α) : (M,α)] = 2, т.е. [M : R] = 2.

Теперь рассмотрим некоторые примеры индекса вещественных W*-подалгебр ком-
плексного фактора типов I2 и I12. Пусть, в дальнейшем,M - (комплексный) фактор типа In.

1). Пусть n = 2. Tогда M = M2(C) = B(C2), и алгебра M имеет, с точностью до
изоморфизма, четыре вещественных W*-подалгебры, отличные от M , являющихся веще-
ственным или комплексным подфактором M . Это C, R, M2(R) и H - тело кватернионов.
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Тогда индексы соответствующих вещественных W*-подалгебр вычисляются следующим
образом:

[M2(R) : R] =
dimRC2

dimM2(R)C2
=
dimRC2

dimRC2

22

= 4;

[H : R] =
dimRC2

dimHC2
=

4

1
= 4;

Тогда [M : R] = [M2(C) : R] = 2 · [M2(R) : R] = 8, [M2(C) : H] = [M2(C) : M2(R)] = 2 и
[M2(C) : C] = 4.

2). Если M - фактор типа I12 (т.е. M ∼= M12(C) ∼= B(C12)), тогда M имеет, с точностью
до изоморфизма, следующие пятнадцать вещественных W*-подалгебры, являющихся
вещественным или комплексным подфактором M : C, R, H, M2(R), M2(C), M2(H),
M3(R), M3(C), M3(H), M4(R), M4(C), M6(R), M6(C), M6(H) и M12(R), где H - множество
кватернионных чисел. Индексы этих вещественных W*-подалгебр равны:

[M12(C) : C] = [M12(R) : R] = [M6(H) : R] = 144,
[M12(C) : M2(C)] = [M12(R) : M2(R)] = [M6(H) : H] = [M6(H) : M2(R)] = 36,
[M12(C) : M3(C)] = [M12(R) : M3(R)] = [M6(H) : M3(R)] = 16,
[M12(C) : M4(C)] = [M12(R) : M4(R)] = [M6(H) : M4(R)] = 9,
[M12(C) : M6(C)] = [M12(R) : M6(R)] = [M6(H) : M6(R)] = 4,
[M12(C) : M2(R)] = [M12(C) : H] = 72,
[M12(C) : M3(R)] = 32,
[M12(C) : M4(R)] = [M12(C) : M2(H]) = 18,
[M12(C) : M6(R)] = [M12(C) : M3(H]) = 8,
[M12(C) : M12(R)] = [M12(C) : M6(H]) = 2.

В общем случае имеет место: [Mn(R) : Mm(R)] = ( n
m

)2 и [Mn(C) : Mm(R)] = 2( n
m

)2.

Таким образом, из примеров видим, что, комплексный фактор имеет большее колличе-
ство вещественных W*-подалгебр, чем комплексные W*-подалгебр. Поэтому комплексный
фактор может содержат лишь вещественную W*-подалгебру с заданным значением ин-
декса.
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Исследуя свойства индексов для W ∗-подалгебр, В. Джонс [1] описал множество всех
возможных значений индекса подфактора конечного фактора. При этом, он дал дока-
зательство существования Марковского следа на алгебре H∞(q) = ∪mHm и, комбинируя
эти Марковские следы с описанием узлов в R3, на основе группы кос Bn он построил
новый полиномиальный инвариант для узлов. Кроме того, сопоставляя каждой паре
W ∗-алгебр N ⊂ M некоторый двудольный граф, он получил необходимое и достаточное
условия существования Марковского следа, и тем самым открыл возможность изучения
W ∗-подалгебр на языке графов.

Пусть B(H) – алгебра всех ограниченных линейных операторов, действующих в
комплексном гильбертовом пространстве H. Слабо замкнутая *-подалгебра M в B(H),
содержащая единичный оператор e, называется W* алгеброй. Вещественная ∗-подалгебра
R ⊂ B(H) с e называется вещественной W*-алгеброй, если она слабо замкнута и
R ∩ iR = {0}. Комплексная или вещественная W ∗-алгебра R называется фактором, если
ее центр тривиален, т.е. состоит из скалярных кратных единичного оператора e. Комму-
тант *-алгебры R определяется следующим образом: R′ = {a ∈ B(H) : ab = ba, ∀b ∈ R}.
Пусть A ⊆ B - конечномерные вещественные W ∗-алгебры. Тогда A ∼=

⊕k
i=1Mni(F ) и

B ∼=
⊕l

j=1Mmj(F ), где F = R или F = H - тело кватернионов. Предположим, что
−→n = (n1, ..., nk) и −→m = (m1, ...,ml) и назовем их вектор-размерностями A и B соответ-
ственно. Определим элементы Λij k × l-матрицы ΛB

A как: Λij - число i-го слагаемого в
представлении A в j-м слагаемом B. [см. 2-3].

Теорема. Если A и B слабо замкнуты, то ΛJA′J
B = (ΛB

A)t, где J - модулярная
инволюция и A ⊂ B ⊂ JA′J , t означает транспонирование матрицы.

Для ясности продемонстрируем это на следующем примере.

Пример. Пусть A = R, B = R ⊕ R и JA′J = M2(R). Вложение A ⊂ B ⊂ JA′J имеет
следующий граф:

•

• •

•

�
�
��

�
�
��
A
A
AA

A
A
AA

1 A

1 1
B

2 JA′J

Так как −→n = (1), −→m = (1, 1) и
−→
k = (2), следовательно получим ΛB

A = (1, 1) и

ΛJA′J
B =

(
1
1

)
. Отсюда имеем ΛJA′J

B = (ΛB
A)t.

Следствие. Пусть A1 ⊂ A2 ⊂ ... ⊂ An ⊂ последовательность W* - подалгебр, тогда
Λ
Ai+1

Ai
= (ΛAi

Ai−1
)t.
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Подобно понятию логорифма, в теории сравнений вводиться понятие индекса, играю-
щего роль логарифма.

Так как степени первообразного корня g0, g1, , gp−2 по модулю p образуют систему по-
ложительных вычетов (только не наименьших) по модулю p, то для всякого числа A, не
делящегося на p, непременно будет иметь место сравнение

A ≡ gk(modp)

где k-одно из значений 0, 1, 2, , p− 2.
В этом случае показатель k называется индексом числа A при основании g по модулю

p и записывается это так:
k = indgA,

или часто без указания основания k = indA.

Свойства индексов

1. Если gs ≡ gt(modp),то s ≡ t(modp− 1).
2. Ind1 = 0, так как всегда 1 ≡ g0(modp).
3. Ind(AB) ≡ indA+ indB(modp− 1).
4. IndAn ≡ nindA(modp− 1).
5.IndA

B
≡ indA− indB(modp− 1).

6. IndgA ≡ indqAindgq(modp− 1).
Применение оперативных свойств индексов (2-5) будем называть индексированием. Для
каждого простого модуля p по таблице индексов находятся индексы данных чисел, а по
таблице антииндексов находятся числа по данным индексам.

Каждая из таблиц расположена в виде прямоугольника; в заглавной строке стоят циф-
ры 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; в заглавном столбце цифры 0, 1, 2, . . . ; сначала (для небольших
модулей) их немного.

Чтобы найти индекс данного числа, отыскиваются десятки этого числа в заглавном
столбце, а единицы - в заглавной строке. На пересечении строки и столбца, идущих от
этих десяток и единиц, внутри таблицы и находятся искомый индекс данного числа. Ана-
логично находится и число по данному индексу.
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В этой работе изучена геометрия некоторых субмерсий, которые возникают при иссле-
довании геометрии орбит векторных полей Киллинга. Геометрия орбит векторных полей
является объектом многочисленных исследований в связи ее важностью в геометрии и
других областях математики [1-3].

В работе [1] рассмотрена n векторных полей Киллинга в Rn, из которых k вращений,
n− k параллельных переносов, где n = 2k + l, построена следующая риманова субмерсия
π : Rn+k → Rn формулой:

π(t1, t2, . . . , tn+k) = {x1, x2, . . . , xn},

где t1, t2, . . . , tn+k ∈ Rn+k, x1, x2, . . . , xn ∈ Rn и

x2i−1 = t2i−1 cos tn+i − t2i sin tn+i,

x2i = t2i−1 sin tn+i + t2i cos tn+i, i = 1, k

x2k+j = t2k+j, j = 1, l

и изучена ее геометрия:
Теорема. Композиция римановых субмерсий является тоже римановым.
В [3] доказана что, π : R3 → R2 : π(t1, t2, t3) = {t1cost3−t2sint3, t1sint3 +t2cost3} являет-

ся риманова субмерсия и изучена ее геометрия. В силу теоремы, π : R3 → R1 : π(t1, t2, t3) =
{t1cost3 − t2sint3} или π : R3 → R2 : π(t1, t2, t3) = {t1sint3 + t2cost3} также является рима-
нова субмерсия, т.е. проекция – самый простой пример для римановой субмерсий. Кстати,
для эти субмерсии выполнено условии 1-4 теоремы 2 в работе [1].
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Как известно, одной из важных задач классической теории инвариантов являлась про-
блема классификации элементов конечномерного векторного пространства V над полем
k относительно действия алгебраической линейной группы G ⊂ GL (n,K). При этом, ин-
вариантами такого действия называли не произвольные функции на V , постоянные на
орбитах группы G, а лишь полиномиальные (т. е. записываемыев координатах как мно-
гочлены) или, более обще, рациональные функции. Полиномиальные инварианты группы
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G образуют подалгебру в алгебре k [V ] всех полиномиальных функций на V . Эту по-
далгебра называют алгеброй инвариантов, и обозначают через k[V ]G. В задачу теории
инвариантов входит построение образующих алгебры k[V ]G и нахождение определяющих
соотношений между ними. Решения этих задач называются соответственно первой и вто-
рой основными теоремами теории инвариантнов [1]. Первая и вторая основные теоремы
и методы их доказательства для классических групп, включая линейные, специальные
линейные, ортогональные и симплектическые группы, приведены в книге Вейля [2].

В данной работе рассматривается проблема построения система образующих алгебры
k[V ]G инвариантных алгебраических функций относительно действия группы веществен-
ным представлением Sp (n).

Пусть Hn− n-мерное векторное пространство над телом кватернионов H, и пусть
GL (Hn) группу всех обратимих линейных преобразований Hn и

Sp (n) = {σ ∈ GL (Hn) : 〈σx, σy〉 = 〈x, y〉} ,

где 〈x, y〉 =
n∑
l=1

xlȳl, x, y ∈ Hn, а ȳl−эрмитово сопряженный элемент к yl. Теперь, Hn мож-

но рассматривать как 4n−мерное вещественное векторное пространство. Обозначим это
вещественное векторное пространство через V . Как множество, Hn совпадает с V . То-
гда каждый элемент σ ∈ GL (Hn) определяет линейное преобразование σ′ ∈ GL (V ), и
GL (Hn) можно рассматривать как подгруппу группы GL (V ) с помощью изоморфизма в
σ → σ′. Тогда Sp (n) можно рассматривать также как подгруппу в GL (V ). Это подгруп-
па называется вещественным представлением Sp (n). Далее мы рассматриваем только
вещественное представление Sp (n), которое обозначается Γ.

Обозначим через Ω1 (~x, ~y) , Ωi (~x, ~y) , Ωj (~x, ~y)и Ωk (~x, ~y) коэффициенты при 1, i, j, k
в метрической форме 〈x, y〉 соответственно 〈x, y〉 = Ω1 (~x, ~y) − Ωi (~x, ~y) i − Ωj (~x, ~y) j −
Ωk (~x, ~y) k. где x, y ∈ Hn, ~x, ~y ∈ V , x ≈ ~x, y ≈ ~y, (≈ − операция овеществления).

Тогда, как легко видеть, Ω1 (~x, ~y) (соответственно Ωα (~x, ~y) , α ∈ i, j, k) является сим-
метричной (соответственно кососимметричной) вещественнозначный билинейной фор-
мой на вещественно векторном пространстве V . Согласно этих утверждениях можно
определяет группы Γ следующим образом,[1]:

Γ = {σ′ ∈ GL (V ) : Ωα (σ′~x, σ′~y) = Ωα (~x, ~y) , ~x, ~y ∈ V, α ∈ {1, i, j, k}}

Теорема 1.Пусть k = R и G = Γ. В этом случае, конечный система
G−инвариантных многочленов в виде Ωα (xl, xm) является систему образующих алгебры
k[V ]G, где α ∈ {1, i, j, k}, xl, xm ∈ V, l,m = 1, 4n.

Пусть Sn - это группа подстановок, составленная из элементов множества I =
{1, 2, ..., n}. Известно, что любой элемент σ ∈ Sn можно выразить через в виде разложе-
ние независимых циклов. Через ρτ , обозначаем отображения что, однозначное сопоставить
множество I к στ . т.е.

ρ1 = {(1, 1) , (2, 2) , ..., (n, n)} , ..., ρn! = {(1, n) , (n, n− 1) , ..., (2, 1)}

где τ = 1, n!. Таким образом, обозначим через Aρ множество всех такое отображение, а
также через Fα1,α2,...,αn

ρτ обозначаем следующие выражение

Ωα1

(
xml1 , xm′l1

)
· Ωα2

(
xml2 , xm′l2

)
· ... · Ωαn

(
xmln , xm′ln

)
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где α1, ..., αn! ∈ {1, i, j, k},
{
mls ,m

′

ls

}
= ρ−1

τ (ls), ls ∈ I, τ = 1, n!.
Теорема 2. Пусть система векторов ~x1, ~x2, ..., ~xn ∈ V - это система дей-

ствительных векторов, соответствующая системе линейных независимых векторов
x1, x2, ..., xn ∈ Hn. В этом случае следующая соотнешени справедливо всякий для αs ∈
{1, i, j, k}, что удовлетворяющего условию α1 · α2 · ... · αn = ±1:

F (~x1, ..., ~xn) =
∑
ρτ∈Aρ

(−1)n−rcαρF
α1,α2,...,αn
ρ = 0

где r− число циклов в разложении στ , соответствующем отображению ρτ , а также

cαρτ = sign {α1 · ... · αn} sign
{

Ωα1

(
~xml1 , ~xm′l1

)
· ... · Ωαn

(
~xmln , ~xm′ln

)}
.
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Исследование воздействий функторов на топологическую группу преобразований на-
чалось в работе [1]. Авторы отмеченной работы установили результаты в этом направле-
нии, касающиеся воздействию функтора вероятностных мер на топологическую группу
преобразований. В данной работе мы установим некоторые результаты, относящиеся воз-
действию функтора гиперпространства на топологическую группу преобразований.

Группа топологических преобразований есть тройка (G,X, α), где G – топологическая
группа, X – хаусдорфово топологическое пространство, α : G×X → X – такое непрерыв-
ное отображение, что

1) α(g1, α(g2, x)) = α(g1g2, x) для всех g1, g2 ∈ G и x ∈ X;
2) α(e, x) = x для всех x ∈ X, где e – единица группы G [2].
Отображение α : G × X → X называется действием группы G на пространстве X.

Пространство X фиксированным действием α группы G считается G-пространством.
Пусть X – некоторое G-пространство и x ∈ X. Подмножество

G(x) = {g(x) ∈ X : g ∈ G}
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называется [3] орбитой точки x (относительно действия группы G). Если g(x) = h(y) для
некоторых g, h ∈ G, x, y ∈ X, то G(x) = G(y). Таким образом, орбиты G(x) и G(y) любых
двух точек x, y ∈ X либо не пересекаются, либо совпадают.

Через X/G обозначается множество, элементами которого являются орбиты G(x) дей-
ствия группы G на X, т. е.

X/G = {G(x) : x ∈ X}.

Пусть π : X → X/G – естественное отображение, сопоставляющее точке x ее орбиту
G(x):

π(x) = G(x).

Тогда X/G обычным образом наделяется фактортопологией (множество U ⊂ X/G отрыто
тогда и только тогда, когда π−1U открыто в X). Полученное топологическое пространство
X/G называется пространством орбит (пространстваX относительно действия группыG).

Если A ⊂ X, то множество π−1π(A) = {g(a) : g ∈ G, a ∈ A} является объединением
орбит элементов из A и называется насыщением множества A. Для открытого V ⊂ X
множество π−1π(V ) = ∪

x∈V
G(x) = G(V ) тоже открыто, что по определению означает, что

множество π(V ) открыто в X/G. Следовательно, проекция π : X → X/G – непрерывное
открытое отображение.

Рассмотрим множество expX всех непустых замкнутых подмножеств тихоновского
пространства X с топологией Виеториса. Для непрерывного отображения f : X → Y
тихоновских пространств положим

(exp f)(F ) = f(F ), F ∈ expX.

Этим равенством определено отображение exp f : expX → expY . Это отображение непре-
рывно.

Для топологической группы G преобразований (G,X, α) положим

exp(G) = {exp(αg) : g ∈ G}.

Множество exp(G) является [4] группой относительно операции

exp(αg1) exp(αg2) = exp(αg1g2).

При этом exp(αe) – единица группы exp(G).
Для действия α : G×X → X можно определить действие

αexp : exp G× exp X → exp X

по правилу

αexp(exp(αg), F ) = exp(αg)(F ).

Для топологической группы (G, X, α) преобразований тройка (exp(G), exp X, αexp) яв-
ляется [4] топологической группой преобразований.

Следующее утверждение является основным результатом настоящей заметки.
Теорема 1. Пусть группа G компактна и X – некоторое G-пространство. Тогда:
1) пространство exp X/ exp(G) хаусдорфово;
2) проекция π : exp X → exp X/ exp(G) – замкнутое отображение;
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3) проекция π : exp X → exp X/ exp(G) – собственное отображение (т. е. прообраз
любого компактного множества компактен);

4) компактность пространства exp X равносильна компактности пространства
exp X/ exp(G);

5) локальная компактность пространства exp X равносильна локальной компактности
пространства exp X/ exp(G).
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III SHO‘BA: DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
VA MATEMATIK FIZIKA

СЕКЦИЯ № 3: ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

SECTION No. 3: DIFFERENTIAL EQUATION
AND MATHEMATICAL PHYSICS

ON A PROBLEM FOR TIME-FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATION
ON A METRIC STAR GRAPH.

Abdullaev O.Kh.1, Djumaniyazova Kh.A.2
1 V.I.Romanovskiy Institute of Mathematics, Tashkent, Uzbekistan

obidjon.mth@gmail.com
2 Tashkent financial institute, Tashkent, Uzbekistan

kuchkarova-91@mail.ru

Let Γ = V ∪E be a metric star graph, consisting of a finite set of vertices (nodes) V = Vi∪O
where Vi = {vk}3

k=1 is set of boundary vertices and at one point O, we call a set of interior
vertices of the graph. Besides, a finite set of edges E = {Bk}3

k=1 (such as heat conducting
elements) connecting these nodes.

We define coordinate xk on the each bound Bk of the graph with isometric mapping it to
the line intervals (0, Lk) such that Lk <∞, (k = 1, 2, 3).

We consider the following time fractional equation

0 =

{
Dα−1
t0t u(x, t)− uxx(x, t), T > t > t0

Dα
0tu(x, t)− uxx(x, t), 0 < t < t0

(1)

on the each edges (Bk{xk : 0 ≤ x ≤ Lk}) of the over defined metric graph, where 1 < α < 2 ,
and Dα

axf is the Riemann-Liouville fractional derivatives [1]:

(Dα
axf) (x) =

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n x∫
a

f(t)

(x− t)α−n+1
dt, n = [α] + 1, α > 0, x > a.

Problem formulation: To find a solution u(k) (x,t) of the equation (1) in domain Bk ×
(0, T ), with the following conditions:
1. solution u(k) (x,t) belongs to the class:

u(k) (x,t) ∈ C ([0, L]× (0, T ]) ∩ C2,0
x,t ((0, L)× (0, T ))

2. takes places initial-boundary and gluing conditions:

u(1) (0, t) = u(2) (0,t) = u(3) (0,t) , t ∈ [0, T ] ; (2)

u(1)
x (0, t) + u(2)

x (0, t) + u(3)
x (0, t) = 0, t ∈ (0, T ) ; (3)
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u(k) (Lk,t) = 0, t ∈ [0, T ] , k = 1, 2, 3; (4)

lim
t→t0+0

Dα−2
t0t

u(k)(x, t) = lim
t→t0−0

u(k)(x, t), x ∈ Bk;

lim
t→t0+0

Dα−1
t0t

u(k)(x, t) = lim
t→t0−0

u
(k)
t (x, t), x ∈ Bk;

lim
t→0

Dα−1
0t u(k)(x, t) = ϕ(k) (x) , x ∈ Bk;

where ϕ(k) (x) , k = 1, 2, 3 are sufficiently smooth functions.
Discussion

Using by the separate variables method for the equation (1) we will get ODE integer order:

d2

dx2
X(k)(x) + λ2X(k)(x) = 0, λ ∈ R\{0}, k = 1, 2, 3 (5)

and ODE fractional order

Dα−1
t0t

T k(t) + λ2T k(t) = 0, T > t > t0 and Dα
otT (t) + λ2T (t) = 0, 0 < t < t0 (6)

moreover, from the conditions (2)-(4), we receive

X(1) (0) = X(2) (0) = X(3) (0) ,

d

dx
X(1)(0) +

d

dx
X(2)(0) +

d

dx
X(3)(0) = 0,

X(k) (Lk) = 0, k = 1, 2, 3.

We would like to note, that eigenvalues and corresponding orthonormal eigenfunctions of
the Eq.(5), was found in work [2], in case L1 = L2 = L3 = L.

On the other hand, we recall, that a solution of the Eq.(6) will be represented on the form
(see [3]):

T (k)
n (t) = C1t

α−2Eα−1,α−1

(
−λ2

kt
α−1
)
, t0 < t < T ;

T (k)
n (t) = C2t

α−1Eα,α
(
−λ2tα

)
+ C3t

α−2Eα,α−1

(
−λ2

kt
α
)
, 0 < t < t0.

Hence, solution of the investigate problem we will present, as

u(k) (x, t) =
∞∑
n=1

Xn(x)
(
C1t

α−2Eα−1,α−1

(
−λ2tα−1

))
, for t0 < t < T ;

u(k) (x, t) =
∞∑
n=1

Xn(x)
(
C2t

α−1Eα,α
(
−λ2tα

)
+ C3t

α−2Eα,α−1

(
−λ2tα

))
, for 0 < t < t0.

Under certain conditions to the given function unique solvability of the investigated problem
is proved.
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SUBDIFFUSION EQUATION

Ashurov R.R.1, Fayziev Yu. E.2
1The Institute of Mathematics of Uznekistan, Tashkent, Uzbekistan,

ashurovr@gmail.com;
2National University of Uznekistan, Tashkent, Uzbekistan,

fayziev.yusuf@mail.ru

The nonlocal boundary value problem, dρtu(t) + Au(t) = f(t) (0 < ρ < 1, 0 < t ≤ T ),
u(ξ) = αu(0) + ϕ (α is a constant and 0 < ξ ≤ T ), in an arbitrary separable Hilbert space H
with the strongly positive selfadjoint operator A, is considered. The operator dt on the left hand
side of the equation expresses either the Gerasimov-Caputo derivative or the Riemann-Liouville
derivative; naturally, in the case of the Riemann - Liouville derivatives, the nonlocal boundary
condition should be slightly changed. Existence and uniqueness theorems for solutions of the
problems under consideration are proved. The influence of the constant α on the existence of
a solution to problems is investigated. Inequalities of coercivity are obtained and it is shown
that these inequalities differ depending on the considered type of fractional derivatives. The
inverse problems of determining the right-hand side of the equation and the function ϕ in the
boundary conditions are investigated.

If α = 0 (and ξ = T ), then these problems are called the backward problems. The backward
problems in case of the Gerasimov-Caputo derivatives were studied in detail in [1]. The work [2]
is devoted to the study of the backward problems in case of the Riemann-Liouville derivatives.
It is well known, that regardless of the fact that the classical or fractional derivative is taken
into the equation, this problem is ill-possed in the sense of Hadamard.

In case of the classical derivative: dρtu(t) = u′(t) the above nonlocal boundary value problem
has been extensively studied by A. O. Ashyralyev et al. (see, for example, [3]). As shown in this
paper the problem, in contrast to the backward problem, is coercively solvable in some spaces
of differentiable functions.
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In this work we get theorems for some polyharmonic functions, which determined in a unlimited
strip. In this work is discussed continuations polyharmonic function u(x), on its meanings, and
meanings of its normal derivative, on a smooth part of border S, of infinite domain D. Let
Rm - material space, x = (x1, x2, ...xm), y = (y1, y2, ...ym),x, y ∈ Rm,
x′ = (x1, .., xm−1, 0),y′ = (y1, .., ym−1, 0),
r = |x− y|,s = |x′ − y′|, h = π

ρ
,ρ > 0,α2 = s.

D -the unlimited domain lying in a layer {y : y = (y1, y2, ...ym), yj ∈ R, j = 1, 2, ..m− 1; 0 <
ym < h} with border, ∂D = {y : y = (y1, y2, ...ym), ym = 0} ∪ S, S = {y : ym = f(y1, .., ym−1)}
where f(y1, .., ym−1) has limited first order private derivative.

Cauchy problem: Let

u ∈ C2n(D) ∆nu(y) = 0, y ∈ D

u(y) = F0(y),∆u(y) = F1(y), ...,∆n−1u(y) = Fn−1(y), y ∈ S
du(y)

dn̄
= G0(y)

d∆u(y)

dn̄
= G1(y), ...,

d∆n−1u(y)

dn̄
= Gn−1(y), y ∈ S (1)

Where Fi(y) , Gi(y), i = 0, 1, ..., n−1, given on S(S ⊂ ∂D) continuous function, n̄ -external
normal to ∂D . It is required to restore u(y) in D.
Let’s assume, that the solution u(y) of problem (1) is exist and differentiable to endpoints of
border up to 2n−1 order and satisfies to the certain condition of growth (class of a correctness),
which provides uniqueness of the solution.
Let us define ϕσ(y, x) and Φσ(y, x) : if m = 2k, k = 2, 3, ... than

(−1)k(k − 2)!ϕσ(y, x)K(xm) =
dk−2

dsk−2
Im[

K(ω)√
s(ω − xm)

], ω = i
√
s+ ym, (2)

if m = 2k + 1, k = 2, 3, .. than

(−1)k−12−k(k − 2)!!ϕσ(y, x)K(xm) =
dk−1

dsk−1
Im

∞∫
0

[
K(ω)

(ω − xm)
]

du√
u2 + s

, ω = i
√
s+ u2 + ym.

(3)
At all odd m ≥ 3 , and also even m with a condition 2n < m, the function K(ω) satisfies

K(ω) =
exp(σω − achiρ1(ω − h/2))

(ω + xm + 3h)n+1
m = 2n+ 1, n ≥ 1

K(ω) =
exp(σω − achiρ1(ω − h/2))

(ω + xm + 3h)n
m = 2n, n ≥ 2.

Theorem 1.Function Φσ(y, x) defined by formula (2)-(3) is polyharmonic function order n,
s > 0.

Let Bρ(D) is the space of polyharmonic functions in D which have continuous private
derivatives to endpoints of border up to 2n− 1 order and satisfying a condition:

n−1∑
k=0

(|∆ku(y)|+ |grad∆n−k−1u(y)|) ≤ Cexp(expρ2(y′)). (4)
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Theorem 1. Let function u ∈ Bρ(D) for any point y ∈ ∂D satisfies the inequality

n−1∑
k=0

|∆ku(y)|+ |∂∆n−1−ku(y)

∂n
| ≤ Cexp(acosρ3(y1 −

h

2
)expρ3|y′|), (5)

where ρ1 < ρ2 < ρ3 < ρ.
Then for any point x0 ∈ D takes place

u(x0) =
n−1∑
k=0

∫
∂D

[∆kΦ(y, x0)
∂∆n−1−ku(y)

∂n
−∆n−1−ku(y)

∂∆kΦ(y, x0)

∂n
]ds.

Theorem 2. Let u(x) be solution of (1)-(2). If u ∈ Bρ2(D1) and for any y ∈ ∂D satisfies
conditions of growth (5). Suppose

∀y ∈ ∂D \ S |∂∆n−1−ku(y)

∂n
|+ |∆n−1−ku(y)| ≤M

then
|u(x)− uσ(x)| ≤ CρMC(σ)exp(−σxm − achρ1αcos

ρ1h

2
), σ ≥ σ0 > 0, x ∈ D,

where

uσ(x) =
n−1∑
k=0

∫
S

[Gn−k−1(y)∆kΦσ(y, x)− Fn−k−1(y)
∂∆kΦσ(y, x)

∂n
]ds

and C(ρ) -constant which depends only from ρ and dimension of space Rm.
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We consider the time-optimal equation for the equation

∂u(t, x)

∂t
= A[u(·, ·)](t, x) + v(t, x) (1)
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with initial and boundary conditions

u(0, x) = u0(x), Mu(t, s) = w(t, s), (2)

where A is a uniformly elliptic differential operator, t ≥ 0, x ∈ D, D – regular domain with
Lyapunov boundary Γ, s ∈ Γ, M is a differential operator whose order is less than the order A.

It is hard task to apply Pontryagin maximum principle to problem (1) and (2). So,
Chernousko applied the method of expansion in the system of eigenfunctions of the operator A
[1]. As a result of this decomposition, the problem reduces to a system

d

dt
yk = −λkyk + vk, yk(0) = yk0 , k = 0, 1, 2, ... (3)

In this work, to construct suboptimal control, is used the method of grouping terms
of a Fourier series. Unfortunately, its effectiveness is strictly related to the specific type of
eigenfunctions ϕk(x), therefore, here the method is demonstrated for the operator A = d2

dx2 .
Thus, consider the problem

∂u
∂t

= ∂2u
∂x2 + v(t, x), |v(t, x)| ≤ v0, t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ π,

u(0, x) = u0(x), u(t, 0) = 0, u(t, π) = 0.
(4)

Then the eigenvalues are equal λk = −k2 and the system of eigenfunctions consists of
ϕk(x) = sin kx, k = 1, 2, ... , which will be a complete orthogonal basis of the space L2[0, π].

Consider such a constraint

max
0≤x≤π

| ak sin kx + bk sin 2kx + ck sin 3kx | ≤ µk, k ∈ L, (5)

where the sequence µk is chosen so that
∑
k∈L

µk = v0 condition is satisfied. The set (ak, bk, ck)

satisfying inequality (5) is denoted by Pk. Let

P =

{
(a, b, c) ∈ R3

∣∣∣∣ max
0≤t≤π

|a sin t+ b sin 2t + c sin 3t | ≤ 1

}
.

Then Pk = µ kP. As a result, the problem of constructing a suboptimal control is reduced
to the time-optimal control problem for a three-dimensional system

ẋ = −x+ a, ẏ = −4y + b, ż = −9z + c, (a, b, c) ∈ P. (6)

First of all, we note that in auxiliary problem (6), for each initial point (x0, y0, z0), there is
a unique time-optimal control [2]. Therefore, the optimal controls of problem (6) coincide with
the extremal controls of the Pontryagin maximum principle [3].

Theorem The function

v̂(t, x) =
∞∑
k=1

ŵ0
k(t) sin kx

will be a suboptimal control in the problem (4) for the initial state u0(x).
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Definition. Let A ⊂ R be a set containing more that one point and f : A→ A a function
such that f is not the identity Id. Then f is an involution if

f 2 ≡ f ◦ f = Id

or, equivalently, if
f = f−1.

If A = R, we say that f is a strong involution [1].
Example 1. The following involutions are the most common examples:
1. f : R→ R, f(x) = −x is an involution known as reflection.
2. f : R \ {0} → R \ {0}, f(x) = 1

x
known as inversion.

3. Let a, b, c ∈ R, cb+ a2 6= 0, c 6= 0,

f : R \
{a
c

}
→ R \

{a
c

}
, f(x) =

ax+ b

cx− a
,

is a family of functions known as bilinear involutions.
Differential equations with involutions were introduced for the first time [1] and [2] and since

then have become an important part in the general theory of functional differential equations,
with applications to certain biomedical models [3], stability of motion [4], and the pantograph
equation [5]. They can be transformed into ordinary differential equations and thus provide an
abundant source of relations with analytic solutions, as well as heuristic ideas for equations of
more general nature.

Example 2. The solution of the initial-valu problem for the differential equation with
reflection of the argument,

y′(x) = a y(−x), y(0) = y0.

Theorem 1. Let the initial value problem{
x′(t) = F1(t, x(t), y(t), y(f(t))),

y′(t) = F2(t, x(t), y(t), x(f(t))),
x(t0) = x0, y(t0) = y0,

satisfy the following hypotheses:
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(1) The function f(t) is a continuously differentiable strong involution with a fixed point t0.
(2) The functions F1, F2 are defined and are continuously differentiable in the whole space

of its arguments.
(3) The given equations are uniquely solvable with respect to y(f(t)), x(f(t)):

y(f(t)) = G1(t, x(t), y(t), x′(t)),

x(f(t)) = G2(t, x(t), y(t), y′(t)).

Then the solution of the system of ordinary differential equations

x′′(t) =
∂F1

∂t
+

∂F1

∂x(t)
x′(t) +

∂F1

∂y(t)
y′(t) +

∂F1

∂x(f(t))
f ′(t)F1(f(t), x(f(t)), y(f(t)), y(t)),

and

y′′(t) =
∂F2

∂t
+

∂F2

∂x(t)
x′(t) +

∂F2

∂y(t)
y′(t) +

∂F2

∂y(f(t))
f ′(t)F2(f(t), x(f(t)), y(f(t)), x(t)),

with the initial conditions

x(t0) = x0, x′(t0) = F1(t0, x0, y0, y0),

and
y(t0) = y0, y′(t0) = F2(t0, x0, y0, x0).

Example 3. We consider the following initial value problem{
x′(t) = y(f(t)),

y′(t) = x(f(t)),
x(0) = x0, y(0) = y0, f(t) = −t.
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We consider the following one-dimensional integro-differential equation of the heat conduction

θt(t, x) = −α
′(0)

α(0)
θ(t, x) +

k(0)

α(0)
θxx(t, x)+

+

∫ t

0

[
k′(t− τ)

α(0)
θxx(τ, x)− α′′(t− τ)

α(0)
θ(τ, x)

]
dτ +

r(t, x)

α(0)
. (1)

It is supposed α(0) and k(0) are given numbers such that k(0) > 0, α(0) 6= 0. Rewrite the
equation (1) in the compact form:

θt(t, x) = f(t, x) + Cθxx(t, x)− a(0)θ(t, x) +

∫ t

0

[Cb(t− τ)θxx(τ, x)− a′(t− τ)θ(τ, x)] dτ (2)

for all t ≥ 0, x ∈ (0; l) and consider the initial-boundary value problem with

θ(0, x) = θ0(x), (3)

θ(t, 0) = µ1(t); θ(t, l) = µ2(t); θ0(0) = µ1(0); θ0(l) = µ2(0); (4)

the initial and boundary conditions, where

C =
k(0)

α(0)
, a(t) =

α′(t)

α(0)
, b(t) =

k′(t)

k(0)
, f(t, x) =

r(t, x)

α(0)
.

In equalities (3) and (4) θ0(x), µ1(t) and µ1(t) are given functions. If r(t, x), θ0(x), α(t), k(t),
µ1(t), µ2(t) are given functions, then finding the function θ(t, x) from (2)-(4) is called as a direct
problem.

We pose the inverse problem. For given functions r(t, x), θ0(x), µ1(t), µ2(t) it is required to
determine the functions k(t), α(t), t > 0 of the integral term in (2) using additional informations
about the solution of the direct problem (2)-(4):

θ |x=x0= ψ0(t), θ |x=x1= ψ1(t), x0, x1 ∈ (0, l), t > 0 (5)

In this case ψ0(t), ψ1(t), t > 0 are assumed to be given functions.
Since the method for studying the inverse problem allow to find simultaneously the solution

to the inverse problem and the solution to the direct problem, then in the sequel, we will call the
inverse problem as a problem of determining functions θ(t, x), k(t), α(t) from equations (2)-(5).

Theorem(existence and uniqueness). Assume the conditions θ0(x) ∈ C2 (0, l),
(ψ0(t), ψ1(t)) ∈ C2[0;T ], µi(t) ∈ C2[0, T ], i = 1, 2, θ0(x0) = ψ1(0), θ0(x1) = ψ2(0), ∆ 6= 0,
θ0(0) = µ1(0), θ0(l) = µ2(0) are hold. Then there exists sufficiently small number T ∗ ∈ (0, T )
that the solution to the equations (2)-(5) in the class of functions ϑ(t, x) ∈ C1,2 (DT ∗),
a(t) ∈ C2[0, T ∗], b(t) ∈ C1[0;T ∗] exist and unique, where DT ∗ = {(x, t)|x ∈ (0, l), t ∈ [0, T ∗]}.
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APPROXIMATE SOLUTION OF THE CAUCHY PROBLEM FOR THE
PARABOLIC EQUATION WITH A VARYING DIRECTION OF TIME BY
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Consider parabolic equation

ut (x, t) = sign (x)uxx (x, t) + f(x, t). (1)

in the D = D1 ∪D2, where D1 = {(x, t) : −1 < x < 0} , D2 = {(x, t) : 0 < x < 1}.
Problem. Find the function u (x, t) ∈ W 2,1

2 (D)∩C1,0
(
D̄
)
which is solution of the equation

(1) in the domain D and satisfies following initial

u(x, 0) = ϕ(x), −1 ≤ x ≤ 1, (2)

boundary

u(−1, t) = 0, u(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T (3)

and gluing conditions

u (−0, t) = u (+0, t) , ux (−0, t) = ux (+0, t) , 0 ≤ t ≤ T, (4)

where ϕ (x) , f (x, t) - sufficiently smooth functions.
Problems for equations with a varying direction of time have been considered in many works.

In [1] the author considers the first boundary value problem for one parabolic equation, in the
case when the gluing conditions on the hyperplane must be specified with a weight to ensure
the uniqueness of the solution.

The problem under study belongs to the class of ill-posed problems of mathematical physics,
namely, in this problem there is no continuous dependence of the solution on the initial data.
Ill-posed problems for such equations were considered in the works of A.L. Bukhgeim, K.S.
Fayazov [2], K.S. Fayazov and I.O. Khazhiev [3] and others.

An approximate solution of the problem (1) - (4) will be constructed in the form of a
solution to a boundary value problem for a pseudo-parabolic equation. In this paper, we
prove the existence and uniqueness of a solution for the initial-boundary value problem for
the inhomogeneous pseudo-parabolic equation with a varying direction of time.

REFERENCES

1. Tersenon S.A. (1996) On the first boundary value problem for a parabolic equation with
changing direction of time. Dokl. Akad. Nauk, 1996, Volume 348, Number 1, 27 – 29.
2. Fayazov, K.S. A certain ill-posed Cauchy problem for first-order and second-order differential
equations with operator coefficients Siberian Math. J. 1994. Vol. 35, No.3. P. 631–635.
3. Fayazov, K.S., Khazhiev, I.O. Conditional correctness of boundary-value problem for a
composite fourth-order differential equation Izvestiya VUZ. Matematika. 2015. Vol. 59(4). P.
54–62.



159

ESTIMATION OF THE STABILITY OF THE CAUCHY PROBLEM FOR THE
HOPF SYSTEM
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In recent decades, mathematicians have become increasingly interested in the problems
associated with the behavior of solutions to systems of partial differential equations with a
small parameter in high derivatives with allowance for the kinetic parameters. These problems
arise from the physical applications, mostly from contemporary hydrodynamics (compressible
multiphase fluids with low viscosity). An analog to the Burgers equation arises, for example,
in studying a weak nonlinear one-dimensional acoustic wave moving with a linear velocity of
sound. In this case, the nonlinear velocity terms in the system of the Burgers equations come
from the sound velocity depending on the amplitude of the sound wave, on the second derivative
terms and on the difference in the velocities representing the sound waves attenuation associated
with energy dissipation. In other words, these terms provide the continuity of solutions and are
dissipative processes associated with the production of entropy. These terms in turn provide
the non-roll waves [1]. The system under consideration is a special case of a two-velocity system
of hydrodynamics equations [2-8]. A one-dimensional analog of the Navier-Stokes equations for
a compressible fluid can be considered as a system of the Hopfs equations which is a system of
nonlinear convection-diffusion equations [3]

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= b̃(v − u), (1)

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
= b(u− v), (2)

where the quantities u and v can be regarded as velocity subsystems with the dimension [x]/[t],
constituting two-velocity components with the corresponding partial continuum densities ρ1

and ρ2, ρ = ρ1 + ρ2 is the common density of the continuum, b̃ = ρ2

ρ1
b, b > 0 is the coefficient

of friction with the dimension 1/[t], which is an analog to the Darcy factor for porous media.
A two-velocity system of hydrodynamic equations and a system of the Hopfs equations

have much in common. For example, the quadratic nonlinearity with respect to the terms u
and v with advective terms corresponding to the sound, depending on the amplitude of the
sound waves and the linear coefficient of friction b of the right-hand side is responsible for the
attenuation of the sound waves [1]. With regard to the properties of the solutions, they are
totally different. The system of the Hopfs equations in the vanishing coefficient b is formed of
both strong (shock waves), and weak discontinuities, while the solution of the system of two-
velocity hydrodynamics does not have such features. However, the range of applicability of this
system is by no means limited to the above example. These systems arise in many problems,
thus confirming their significance.
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For system (1), (2) in the domain ΩT = {(t, x) : 0 ≤ t ≤ T, x ∈ R}, let us consider the
Cauchy problem with the following initial data

u |t=0= u0(x), v |t=0= v0(x), x ∈ R. (3)

We are interested in the classical solution of the Cauchy problem for the system of the
Hopfs equations (1), (2), namely, u, v ∈ C1(ΩT ) is the class of functions once continuously
differentiable with respect to t and to x.
Theorem. Let u0(x), v0(x) ∈ C1(R)

⋂
W 1

2 (R), where W 1
2 (R) is the Sobolev space. Then the

Cauchy problem (1)-(3) has in the class C1(ΩT ) a unique solution, and the following estimation
of stability holds∫

ΩT

(
u2(t, x) + v2(t, x)

)
dxdt ≤ T

max{b, b̃}
min{b, b̃}

∫ ∞
−∞

(
u2

0(x) + v2
0(x)

)
dx.

The reported study was funded by RFBR and CNRS according to the research project No.
21-51-15002.
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Kasr tartibli differensial tenglamalar ko‘plab fizik, mexanik va biologik jarayonlarni
matematik modellarini mukammalashtirish, ba’zi holatlarda butun tartibli differensial
tenglamalar orqali ifodalash qiyin bo‘lgan jarayonlarning matematik modellarida muvaffaqiyatli
ishlatilmoqda [1]. Kasr tartibli hosilalarning ham turlari ko‘p bo‘lib, eng ko‘p ishlatiladigani
Riman-Liuvill va Kaputo-Gerasimov ma’nosidagi kasr tartibli hosilalardir [2]. Bu ikki turdagi
hosilalarni umumlashtiruvchi Hilfer kasr tartibli hosilasi nafaqat matematik umumlashma, balki
amaliy ahamiyatga ham ega [3]. Keyinchalik, [4] ishda bu hosila ham yana umumlashtirilgan
bo‘lib, undan xususiy hollarda turli tartibli Riman-Liuvill va Kaputo-Gerasimov hosilalarini
keltirib chiqarish mumkin bo‘ladi. Aytish kerakki, bu kiritilgan hosilalarni aslida avvalroq
kiritilgan Djrbashyan-Nersesyan kasr tartibli diffe-
rensial operatorlarning xususiy holi sifatida qaralishi mumkin [5].

Biz qarayotgan kasr tartibli differensial tenglama uchun teskari masalada, qo‘shimcha shart
yordamida noma’lum boshlang‘ich shart ham topiladi. Masalani tadqiq etishda qaralayotgan
tenglama uchun Koshi masalasi yechimidan foydalanilgan [6].

Masala. Shunday u(t) funksiya va ξ1 son topilsinki, u(t) funksiya [0;T ] kesmada ushbu

D
(γ,β)
0+ u(t)− λu(t) = f(t), 1 < γ, β ≤ 2 0 ≤ µ ≤ 1 (1)

tenglamani va
lim
t→0+

I
(1−µ)(2−β)
0+ u(t) = ξ0, (2)

lim
t→0+

d

dt
I

(1−µ)(2−β)
0+ u(t) = ξ1, (3)

u(T ) = η. (4)

shartlarni qanoatlantirsin. Bu yerda f(t) berilgan funksiya, λ, ξ0, η berilgan haqiqiy sonlar, ξ1

– noma’lum son.

D
(γ,β)
0+ u(t) = I

µ(n−γ)
0+

(
d

dt

)n
I

(1−µ)(n−β)
0+ f(t), n− 1 < γ < n, β > 0, n ∈ N

–umumlashgan Hilfer operatori,

Iα0+f(t) = Γ(α)−1

t∫
0

f(z)(t− z)α−1dz, t > 0

Riman-Liuvill kasr tartibli integrali.
Dastlab, (1) tenglamaning (2) va (3) shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topib olamiz.

Bunda biz ξ1 qiymatni ma‘lum deb turamiz. Bu masala ekvivalent ravishda 2-tur Volterra
integral tenglamasiga keltiriladi [6]. Buning uchun tenglamadagi kasr tartibli hosilani
D

(γ,β)
0+ u(t) = Iγ−δ0+ Dγ

0+u(t) ko‘rinishda yozib olib, (1) tenglamaga olib borib qo‘ysak,

Iγ−δ0+ Dγ
0+u(t) = λu(t) + f(t)

tenglik hosil bo‘ladi. Bu yerda γ = β+µ(n−β), δ = β+µ(α−β), (n = 2). So‘ngra tenglikning
har ikki tomoniga Iδ0+ operatorni ta‘sir qildiramiz hamda

Iαa+D
α
a+f(t) = f(t)−

n∑
j=1

(t− a)α−j

(α− j + 1)

[
lim
t→a+

(
d

dt

)n−j
In−αa+ f(t)

]
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tenglikni e’tiborga olsak, tenglama shunday ko‘rinishga keladi:

Iγ0+D
γ
0+u(t) = u(t)−

2∑
j=1

tα−j

(γ − j + 1)

[
lim
t→0+

(
d

dt

)2−j

I2−α
0+ u(t)

]
,

u(t) = Iδ0+λu(t) + Iδ0+f(t) +
2∑
j=1

tα−j

(γ − j + 1)

[
lim
t→0+

(
d

dt

)2−j

I2−α
0+ u(t)

]
.

Bu integral tenglamaning yechimini quyidagi ko‘rinishda yozib olish mumkin:

u(t) = ξ0t
γ−1Eδ,γ(λt

δ) + ξ1t
γ−2Eδ,γ−1(λtδ) +

t∫
0

(t− s)δ−1Eδ,δ

[
λ(t− s)δ

]
f(s)ds.

Topilgan umumiy yechimni (4) shartga bo‘ysundiramiz. t = T desak,

u(T ) = ξ0T
γ−1Eδ,γ(λT

δ) + ξ1T
γ−2Eδ,γ−1(λT δ) +

T∫
0

(T − s)δ−1Eδδ

[
λ(T − s)δ

]
f(s)ds = η.

Bu tenglikdan Eδ,γ−1λT
δ 6= 0 shart asosida ξ1 noma‘lumni quyidagicha topamiz:

ξ1 =

η − T∫
0

(T − s)δ−1Eδδ

[
λ(T − s)δ

]
f(s)ds− ξ0T

γ−1Eδ,γ(λT
δ)

 · [T γ−2Eδ,γ−1(λT δ)
]−1

.
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In this paper, the problem of continuation of the solution of the ill-posed Cauchy problem
for matrix factorizations of the Helmholtz equation in a multidimensional bounded domain is
studied. It is assumed that the solution to the problem exists and is continuously differentiable
in a closed domain with exactly given Cauchy data. For this case, an explicit formula for the
continuation of the solution is established, as well as a regularization formula for the case when,
under the indicated conditions, instead of the Cauchy data, their continuous approximations
with a given error in the uniform metric are given. A stability estimate for the solution of the
Cauchy problem in the classical sense is obtained.

This problem concerns ill-posed problems, i.e., it is unstable. It is known that the Cauchy
problem for elliptic equations is unstable relatively small change in the data, i.e., incorrect
(example Hadamard, see, for instance [2], p. 39). In unstable problems, the image of the operator
is not is closed, therefore, the solvability condition can not be is written in terms of continuous
linear functionals. So, in the Cauchy problem for elliptic equations with data on part of the
boundary of the domain the solution is usually unique, the problem is solvable for everywhere
dense a set of data, but this set is not closed. Consequently, the theory of solvability of such
problems is much more difficult and deeper than theory of solvability of Fredholm equations.
The first results in this direction appeared only in the mid-1980s in the works of L.A. Aizenberg,
A.M. Kytmanov, N.N. Tarkhanov (see, for instance [3]). At present, special attention is paid
to topical aspects of differential equations and mathematical physics, which have scientific and
practical applications in the fundamental sciences. In particular, special attention is paid to
the study of various ill-posed boundary value problems for partial differential equations of
elliptic type, which have practical application in applied sciences. As a result, significant results
were obtained in studies of ill-posed boundary value problems for partial differential equations,
that is, approximate solutions were constructed using Carleman matrices in explicit form from
approximate data in special domains, estimates of conditional stability and solvability criteria
were established. The first results, from the point of view of practical importance, for ill-posed
problems and for reducing the class of possible solutions to a compact set and reducing problems
to stable ones were obtained in the works of A.N. Tikhonov (see [1]).

In many well-posed problems for systems of equations of elliptic type of the first order with
constant coefficients that factorize the Helmholtz operator, it is not possible to calculate the
values of the vector function on the entire boundary. Therefore, the problem of reconstructing
the solution of systems of equations of first order elliptic type with constant coefficients,
factorizing the Helmholtz operator (see, for instance [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12]
and [13]), is one of the topical problems in the theory of differential equations.

In this paper, we present an explicit formula for the approximate solution of the Cauchy
problem for the matrix factorizations of the Helmholtz equation in a multidimensional bounded
domain. The odd dimensional case requires special consideration, in contrast to even dimensions
in many mathematical problems. The even dimensional case will be further considered in other
works of the author. Our formula for an approximate solution also includes the construction
of a family of fundamental solutions for the Helmholtz operator a multidimensional bounded
domain. This family is parametrized by some entire function K(w), the choice of which depends
on the dimension of the space (see, [4]-[13]). This motivates a separate study of regularization
formulas in odd dimensional spatial domains.

REFERENCES

1. Tikhonov A.N. On the solution of ill-posed problems and the method of regularization //
Reports of the USSR Academy of Sciences. 1963. V.151, №3. Pp. 501–504.



164

2. Hadamard J. The Cauchy problem for linear partial differential equations of hyperbolic type.
Moscow.: Nauka, 1978.
3. Tarkhanov N.N. The Cauchy problem for solutions of elliptic equations. Berlin.: Akad. Verl.,
V. 7, 1995.
4. Juraev D.A. The Cauchy problem for matrix factorizations of the Helmholtz equation in an
unbounded domain // Siberian Electronic Mathematical Reports. 2017. V.14. Pp. 752–764.
5. Juraev D.A. On the Cauchy problem for matrix factorizations of the Helmholtz equation in
a bounded domain // Siberian Electronic Mathematical Reports. 2018. V.15. Pp. 11–20.
6. Juraev D.A. The Cauchy problem for matrix factorizations of the Helmholtz equation in R3

// Journal of Universal Mathematics. 2018. V.1, №3. Pp. 312–319.
7. Juraev D.A. On the Cauchy problem for matrix factorizations of the Helmholtz equation
in an unbounded domain in R2 // Siberian Electronic Mathematical Reports. 2018. V.15. Pp.
1865–1877.
8. Juraev D.A. Cauchy problem for matrix factorizations of the Helmholtz equation //
Ukrainian Mathematical Journal. 2018. V.69, №10. Pp. 1583–1592.
9. Juraev D.A. On a regularized solution of the Cauchy problem for matrix factorizations of
the Helmholtz equation // Advanced Mathematical Models & Applications. 2019. V.4, №1. Pp.
86–96.
10. Juraev D.A. On the Cauchy problem for matrix factorizations of the Helmholtz equation
// Journal of Universal Mathematics. 2019. V.2, №2. Pp. 113–126.
11. Juraev D.A. The solution of the ill-posed Cauchy problem for matrix factorizations of the
Helmholtz equation // Advanced Mathematical Models & Applications. 2020. V.5, №2. Pp.
205–221.
12. Juraev D.A., Noeiaghdam S. Regularization of the ill-posed Cauchy problem for matrix
factorizations of the Helmholtz equation on the plane // Axioms. 2021. V.10, №2. Pp. 1–14.
13. Juraev D.A. Solution of the ill-posed Cauchy problem for matrix factorizations of the
Helmholtz equation on the plane // Global and Stochastic Analysis. 2021. V.8, №3. Pp. 1–17.

SOLVABILITY OF A PROBLEM FOR A TIME FRACTIONAL
DIFFERENTIAL EQUATION WITH THE HILFER OPERATOR ON METRIC

GRAPHS

Karimov E. T.1,2, Abdullaev O. Kh.2, Khujakulov J. R.3
1Ferghana State University, Ferghana, Uzbekistan

erkinjon@gmail.com
2,3V. I. Romanovskiy Institute of Mathematics, Tashkent, Uzbekistan.

2obidjon.mth@gmail.com, 3jonibek.16@mail.ru

Consider a simple star graph (metric graph), which is obtained by connecting three finite
segments Bk = {xk : 0 < xk < Lk} , (k = 1, 2, 3) , at one point O(0, 0), called the vertex of the
graph. Line segments are called bonds of the graph. On the each edges of the over defined
graph, we consider fractional differential equations

Dα,µ
0+ u

(k)(x, t)− u(k)
xx (x, t) = f (k)(x, t), x ∈ Bk, (1)

where 0 < α < 1, , 0 ≤ µ ≤ 1, f (k)(x, t), k = 1, 2, 3 are known functions and Dα,µ
0+ is Hilfer

operator: (
Dα,µ

0+ u
)

(t) = I
µ(n−α)
0+ D(n)

(
I

(1−µ)(n−α)
0+ u

)
(t), n− 1 < α < n, 0 ≤ µ ≤ 1.



165

Where Iα0+the Riemann-Liouville (R-L) fractional integrals with order α of a function f(x) is
defined by[2] (

Iαa+f
)

(x) =
1

Γ(α)

x∫
a

f(t)dt

(x− t)1−αdt, (x > a, α > 0).

We will study the following problem for the equation (1) in Γ.

Problem To find functions u(k)(x, t) in the domain Bk × (0, T ), satisfy an equation (1) for
0 < α < 1 with the following properties:
1.

t1−α−µ+αµu(k)(x, t) ∈ C([0, Lk]× [0, T ]),

u(k)
xx (x, t), Dα,µ

0+ u
(k) (x,t) ∈ C ((0, Lk)× (0, T )) .

2. Local conditions:

I
(1−µ)(l−α)
0+ u(k)(x, t)

∣∣∣
t=0

= ϕ(k)(x), , k = 1, 2, 3 x ∈ Bk

3. vertex conditions
u(1)(0, t) = u(2)(0, t) = u(3)(0, t), t ∈ [0, T ],

u(1)
x (0, t) + u(2)

x (0, t) + u(3)
x (0, t) = 0, t ∈ [0, T ], k = 1, 2, 3

and boundary conditions

u(k)(Lk, t) = 0, t ∈ [0, T ], k = 1, 2, 3.

where ϕ(k) (x) are sufficiently smooth given functions.
Using the method of separations of variables for the homogeneous equation corresponding

Eq(1), we will get ODE of integer order

d2

dx2
X(k)(x) + λ2X(k)(x) = 0, λ ∈ R\{0}, k = 1, 2, 3 (2)

and ODE of fractional order

D
(α,µ)
0+ T (t) + λ2T (t) = 0, l − 1 < α < l, 0 ≤ µ ≤ 1. (3)

We would like to note, that the Eigenfunctions and eigenvalues at the formulated problem are
the some as in work[1].
Using properties of the Mittag-Leffler function, we prove the uniform convergence of the
obtained Fourier series. The uniqueness of the solution of the problem is also proved.
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ZINAPOYASIMON GRAFLARDA TO’LQIN TARQALISH TENGLAMASI
UCHUN BOSHLANG’ICH-CHEGARAVIY MASALA YECHIMINING

YAGONALIGI HAQIDAGI TEOREMA
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Ushbu ishda biz zinapoyasimon graflarda (1-chizma) to’lqin tenglamasi uchun boshlang’ich-
chegaraviy masalani qaraymiz. Ma’lumki, bunday graflar DNK, RNK molekulalarida
kechadigan impuls transportini tadqiq qilishda model vazifasini bajaradi [1,2].

Bizga qirralari teng uzunliklarga ega bo’lgan zinapoyasimon graf berilgan bo’lsin.

1− chizma

Har bir qirraga (0, L) kesmani mos qo’yamiz, ya’ni bk ∼ (0, L), k = 1, 2, ..., 3n− 1.
Grafning har bir qirrasida quyidagi
uktt = a2ukxx + fk(x, t), x ∈ (0, L), t > 0, k = 1, 2, ..., 3n− 1, (1)

to’lqin tarqalish tenglamasining
uk|t=0 = ϕk(x), ukt|t=0 = ψk(x), x ∈ [0, L], k = 1, 2, ..., 3n− 1, (2)

boshlang’ich shartlarni
uj|x=0 = 0, j ∈ {1, 2n}, ul|x=L = 0, l ∈ {n, 3n− 1}, t ≥ 0, (3)

bir jinsli chegaraviy shartlarni va
uk|x=L = uk+1|x=0 = uk+n|x=0,
ukx|x=L = u(k+1)x|x=0 + u(k+n)x|x=0, k = 1, 2, ..., n− 1 (4)

uk−(n−1)|x=L = uk|x=L = uk+1|x=0,
u(k−n+1)x|x=L + ukx|x=L = u(k+1)x|x=0, k = 2n, 2n+ 1, ..., 3n− 2, t ≥ 0 (5)

ulanish shartlarini qanoatlantiruvchi regulyar yechimini topish masalasini qaraymiz. (4), (5)
ulanish shartlari odatda oqim saqlanish yoki Kirxgoff shartlari deb ham yuritiladi.

Teorema. ϕk(x), ψk(x), k = 1, 2, ..., 3n−1, funksiyalar (0, L) kesmada uzluksiz funksiyalar,
fk(x, t), k = 1, 2, ..., 3n − 1 funksiyalar D = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0} sohada uzluksiz,
chegaralangan funksiyalar bo’lsin. U holda (1)− (5) masala ko’pi bilan bitta regulyar yechimga
ega bo’ladi.

Teorema energiya integrallari usulida isbotlangan.

Adabiyotlar

1. Eshimbetov M.R. Initial-boundary value problem for heat equation on ladder-type graphs.
// Bulletin of the Institute of Mathematics. Џ No. 5, 2020, pp. 11-19.
2. Khujakulov J. R. On inverse source problem for time fractional diffusion equation on
simplemetric graphs. Uzbek Mathematical Journal. No. 2, 2000, pp. 99-108.



167

THE EXISTENCE OF EIGENVALUE OF THE GENERALIZED
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Let T3 = (−π, π]3 be the three dimensional torus (Brillion zone) and let L2(T3) be the Hilbert
space of square-integrable functions defined on the torus T3. We consider the Generalized
Friedrichs model associated to a sistem of two identical quantum particles as follows:

Hµ1,µ2,µ3(p) = H0(p)− V, V = µ1V1 + µ2V2 + µ3V3, µ1, µ2, µ3 > 0. (5)

here H0(p), p ∈ T3 is a multiplication operator by the function wp(·) := w(p, ·):

(H0(p)f)(q) = wp(q)f(q), f ∈ L2(T3)

. and Vi, i = 1, 2, 3 are integral operators i.e.

(Vif)(q) = ϕi(qi)

∫
T3

ϕi(si)f(s)ds, i = 1, 2, 3

Hypothesis 1. (i) The functions ϕi(·), i = 1, 2, 3 are real valued and belong to C(1)(T1)
(ii) The function w(·, ·) is real analytic in (T3)2 = T3×T3 and has a unique non-degenerate

minimum at (0, 0) ∈ (T3)2.
The perturbation V is positive operator of rank three. So, by the well-known Weyl theorem

[1] the essential spectrum of the operator Hµ1,µ2,µ3(p) coincides with the spectrum of H0(p) and
fills the following segment on the real axis:

σess(Hµ1,µ2,µ3(p)) = σess(H0(p)) = σ(H0(p)) = [m(p), M(p)],

here
m(p) = min

q∈T3
wp(q), M(p) = max

q∈T3
wp(q).

Hypothesis 2. For each z < m(p) the following relations are true∫
T3

ϕi(si)ϕj(sj)

wp(s)− z
ds = 0, i 6= j, i, j = 1, 2, 3.

Observe that by Hypothesis 1 there exist such δ-neighborhood Uδ(0) ⊂ T3 of the point
p = 0 ∈ T3 and analytic function q0 : Uδ(0) → T3 that for any p ∈ Uδ(0) the point q0(p) =

(q
(1)
0 (p), q

(2)
0 (p), q

(3)
0 (p)) ∈ T3 is a unique non degenerated minimum of the function wp(·) as well

as the following integrals exist: ∫
T3

ϕ2
i (si)ds

wp(s)−m(p)
, i = 1, 2, 3.
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We set

µi(p) =

∫
T3

ϕ2
i (si)ds

wp(s)−m(p)

−1

> 0, i = 1, 2, 3.

The main result is the following theorem
Theorem. The operator Hµ1,µ2,µ2(p) has unique eigevalue Ei(µi, p) below m(p) if and only

if µi > µi(p), 0 < µj < µj(p), 0 < µk < µk(p), i, j, k = 1, 2, 3, i 6= j, i 6= k. The function Ei(µi, p)
is monotonously decreasing in (µi(p),+∞) by µi and real analytic on Uδ(0) by p. Associated
eigenfunction has of the form

Ψi(µi, p, ·, Ei(µi, p)) =
Ciµiϕi(qi)

wp(q)− Ei(µi, p)

Generalized Friedrichs model has been considered also in [2,3].
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In this paper, in order to study visual modeling of heat generation processes at
industrial enterprises in the presence of a source, we look at the following problem in Q =
{(t, x) : t ∈ R+, x ∈ R} area:{

|x|k ∂u
∂t

= div
(
|x|n um1−1 |∇u|p−2∇ul

)
+ γ (t)uq1vr1 |x|k

|x|k ∂v
∂t

= div
(
|x|n vm2−1 |∇v|p−2∇vl

)
+ γ (t)uq2vr2 |x|k

(1)

with initial (Cauchy) condition

u (0, x) = u0 (x) ≥ 0, v (0, x) = v0 (x) ≥ 0, (2)

where m1 > 1, m2 > 1, p > 2 , q1, q2, r1, r2 ≥ 1, k, l ∈ R is the parameters, u0 (x) , v0 (x)
is the initial conditions, |x|n , |x|k is the density of the medium, 0 < γ (t) ∈ C (0,∞) is the
specified function.
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Before constructing a self-similar solution of the system of equations (1), let us consider
some cases of diffusion, for example: mi + p − 3 > 0, i = 1, 2-the state of slow diffusion,
mi + p − 3 = 0, i = 1, 2-the critical state(the asymptotic is summed up depending on its
solutions), mi + p− 3 < 0, i = 1, 2 is called the state of fast diffusion. An asymptotic solution
is usually understood as a solution of a system of nonlinear equations that can satisfy certain
conditions.

(1) the equation represents a number of physical processes [1]: the reaction diffusion process
in a nonlinear environment, the heat dissipation process in a nonlinear environment, the
filtration of liquid and gas in a nonlinear environment, they represent the existence of the
law of polypore and other nonlinear displacements [1-3].

(1) the Cauchy problem and boundary value problems for the equation were observed by
many authors in one-dimensional and multi-dimensional cases [2-4].

We can translate the system of equations (1) into a system of radial-symmetric equations
so that we can find a solution to a self-similar or an approximately self-similar. To do this, we
first introduce the notation asr = |x|, so that we can translate the system of equations (1) into
a radial-symmetric system: rk ∂u

∂t
= div

(
rn+N−1um1−1

∣∣∂u
∂r

∣∣p−2 ∂u
∂r

l
)

+ γ (t)uq1vr1rk,

rk ∂v
∂t

= div
(
rn+N−1vm2−1

∣∣∂v
∂r

∣∣p−2 ∂v
∂r

l
)

+ γ (t)uq1vr1rk
. (3)

After performing the substitution (3), to find a self-similar solution of the system of
equations (1) and the solution of the approximately self-similar, we use the following method:{

u (t, r) = ū (t) · ω (τ (t) , ϕ (r)),
v (t, r) = v̄ (t) · z (τ (t) , ϕ (r))

. (4)

Now we calculate the initial part of the system of equations (1), as required, as follows:

{
dū
dt

= γ (t) · ūq1 v̄r1
dv̄
dt

= γ (t) · ūq2 v̄r2 ⇔

 ū (t) = A1

[
T0 +

∫ t
0
γ (η) dη

]α1

v̄ (t) = A2

[
T0 +

∫ t
0
γ (η) dη

]α2 |

{
α1 = 1−r2+r1

(q1−1)(r2−1)−r1q2
α2 = 1−q1+q2

(q1−1)(r2−1)−r1q2

After performing the calculations, the system of equations (3) takes the following form:


∂ω
∂τ

= ϕ1−s ∂
∂ϕ

(
ϕs−1ωm1−1

∣∣∣∂ω∂ϕ ∣∣∣p−2
∂ω
∂ϕ

l
)

+ γ (t) ūq1(m1+p+l−3)v̄r1 (ωq1zr1 − ω),

∂z
∂τ

= ϕ1−s ∂
∂ϕ

(
ϕs−1zm1−1

∣∣∣ ∂z∂ϕ∣∣∣p−2
∂z
∂ϕ

l
)

+ γ (t) ūq2 v̄r2(m2+p+l−3) (ωq2zr2 − z)
. (5)

From the system of equations (4)-(5) (1)-(2) there are important considerations on the
question: if mi + p+ l 6= 4; i = 1, 2

τ (t) =

∫ t

0

[ū (η)]m1+p+l−4 dη =

∫ t

0

[v̄ (η)]m2+p+l−4 dη

or if mi + p+ l = 4; i 6= 1, 2 is equal to τ (t) = T + t.
We form a system of equations of a new form:
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
ξ1−s d

dξ

(
ξs−1 fm1−1

∣∣∣ dfdξ ∣∣∣p−2
df l

dξ

)
+ ξ

p
γ (t) τ ūq1−(m1+p+l−3)v̄r1 (f q1gr1 − f) = 0,

ξ1−s d
dξ

(
ξs−1 gm2−1

∣∣∣dgdξ ∣∣∣p−2
dgl

dξ

)
+ ξ

p
γ (t) τ ūq2 v̄r2−(m2+p+l−3) (f q2gr2 − g) = 0

. (6)

To find a solution to this system of equations (6), we introduce another repeating self-similar
pattern: {

f̄ (ξ) = A (a1 − ξγ1)γ2

ḡ (ξ) = B (a2 − ξγ3)γ4

whereai ≥ 0; i = 1, 2, γi ≥ 0; i = 1, 4 is equal.
Combining all the calculated equalities, we get the integral self-similar solution we are

looking for: uA (t, x) =

[
α2 α

1−r2
r1

1

] − r1
(q1−1)(r2−1)−r1q2 [

T0 +
∫ t

0
γ (η) dη

]α1

A (a1 − ξγ1)γ2 ,

vA (t, x) =
[
A1−q1

1
α1

] 1
r1

[
T0 +

∫ t
0
γ (η) dη

]α2

B (a2 − ξγ3)γ4

.
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GIPERBOLIK TIPDAGI BUZILADIGAN IKKINCHI TUR TENGLAMA
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Giperpolik tipdagi ushbu

uxx − (−y)muyy + α(−y)m−1uy − λ2u = 0, y < 0 (1)

buziladigan ikkinchi tur tenglamani AC : x − 2(2−m)−1(−y)(2−m)/2 = 0, BC : x +

2(2−m)−1(−y)(2−m)/2 = 1 va AB : y = 0 xaraktiristikalar bilan chegaralangan D sohada
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qaraylik, bu yerda m, α hamda λ berilgan haqiqiy sonlar, m ∈ (1, 2), α < (3m− 4)/2 ,
α 6= −n (2−m) +m/2 , α 6= −n (2−m) +m− 1 , n ∈ N .

Koshi-Gursa masalasi. D sohada (1) tenglamani hamda

lim
y→−0

(−y)α (∂/∂y)
{
u (x, y)− A−α [τ(t), λ]

}
= ν (x) , x ∈ (0, 1) , (2)

u (x, y)|AC = ϕ0 (x) ,∀ x ∈ [0, 1/2] (3)

shartlarni qanoatlantiruvchi funksiya topilsin, bu yerda ν (x), ϕ0 (x) − berilgan funksiyalar,
τ (x) = u (x, 0),

A−α [τ(t), λ] =
n∑
k=0

γ1(−4)k(−y)(2−m)kCk
n

(2−m)2k(β + 1/2)k(β + n)k
×

×
1∫

0

Φk [τ(t), λ] [z (1− z)]n+k+β−1Jn+k+β−1 (σ) dz, (4)

γ1 = Γ (2β + 2n) Γ−2 (n+ β), Ck
n = n!/[k!(n− k)!] ; (a)k - Poxgammer belgisi: (a)0 = 1,

(a)k = a (a+ 1) (a+ 2) (a+ k − 1), k ∈ N , Γ (z) - Eylerning gamma funksiyasi, β =

(2α−m)/[2 (2−m)], Φk [τ(t), λ] = (λ2 − d2/dt2)
k
τ(t), t = x+2(2−m)−1(−y)

2−m
2 × ×(2z−1),

Jγ (z) =
∞∑
l=0

(−1)l(z/2)2l

l!(γ+1)l
, γ 6= −1,−2,−3, .., σ = 4λ(2−m)−1(−y)

2−m
2

√
z (1− z).

Eslatib o‘tish joyizki bu masalaning α ∈ ((3m− 4) /2; m− 1) bo‘lgan holi [1] maqolada
o‘rganilgan.

Qo‘yilgan masalani yechishda (1) tenglama uchun qo‘yilgan ko‘rinishi o‘zgargan Koshi
masalasi va uning Rλ

0k sinfdagi yechimidan foydalanamiz. Bu masala quyidagicha bayon qilinadi:
D sohada (1) tenglamani hamda (2) va

u (x, 0) = τ(x),∀ x ∈ [0, 1] (5)

shartlarni qanoatiruvchi u (x, y) ∈ C [a, b] ∩ C2 (0, 1) funksiya topilsin, bu yerda τ(x) va ν(x)-
berilgan funksiyalar. {(1), (2), (5)} masalaning yechimi

u(x, y) = A−α [τ(t), λ]− γ2(−y)1−α
1∫

0

ν (t) [z(1− z)]−βJ−β (σ) dz, (6)

formula bilan aniqlanadi [2], bu yerda γ2 = (1− α)−1Γ (2− 2β) Γ−2 (1− β).
Quyidagi lemma o’rinli [2].
1-lemma. Agar τ (x) ∈ C2n+2 [0, 1] va ν (x) ∈ C (0, 1)∩L (0, 1) bo’lsa, u holda (6) formula

bilan aniqlangan u (x, y) funksiya {(1), (2), (5)} masalaning yechimi bo’ladi.
1-tarif. Agar τ (x) funksiya

τ (x) = sign (x− k)

x∫
k

(x− θ)−2βI−β [λ (x− θ)]T (θ) dθ (7)

ko’rinishga ega bo’lib, ν (x) va T (x) funksiyalar (0, 1) oraliqda uzluksiz va integrallanuvchi
bo’lsa, u holda (6) ko’rinishdagi u (x, y) funksiya (1) tenglamaning Rλ

0k sinfga tegishli yechimi
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deyiladi, bu yerda Iγ (z) =
∞∑
j=0

[
(z/2)2j

]
/
[
j!(1 + γ)j

]
, k parametr 0 yoki 1 qiymatlardan biriga

teng.
1-teorema. Agar ν (x) ∈ C (0, 1) ∩ L (0, 1) va ϕ0 (x) ∈ C[0, 1] bo‘lsa, {(1) , (2) , (3)}

masalaning yechimi

u (x, y) =

x−ζ∫
0

[
(x− θ)2 − ζ2

]−β
I−β

[
λ

√
(x− θ)2 − ζ2

]
Ψ (θ) dθ+

+
1

2 cos βπ

x+ζ∫
x−ζ

[
ζ2 − (x− θ)2]−βJ−β [λ√ζ2 − (x− θ)2

]
×

×
[
Ψ (θ)− 2γ2[(2−m) /4]1−2βν (θ) cos βπ

]
dθ

formula bilan aniqlanadi, bu yerda ζ = 2(2−m)−1(−y)(2−m)/2, Ψ (x) = 2xβΓ−1 (1− β)×
× cos βπA1,λi

0x

[
D1−β

0x ϕ0 (x/2)
]

+ 2γ2[(2−m) /4]1−2βν (x) cosπβ; A1,λi
0x [f (x)], D1−β

0x [g(x)]

operatorlar mos ravishda [3], [4] adabiyotlarda keltirilgan.
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The present study investigates existence and uniqueness of solution to an inverse problem
for a one-dimensional time-fractional diffusion equation. This existence and uniqueness result
is based on the Fourier method and Laplace transform, the fractional calculus and the Banach
fixed point principle. The unknown time dependent coefficient is determined uniquely by the
additional data which is an integral condition. Then, the continuous dependence of data is
proved.
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We consider the so-called one-dimensional fractional diffusion equation(
CDαt u

)
(x, t)− uxx(x, t) + q(t)u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ω, (1)

with initial
u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ (0, l), (2)

and the homogeneous Dirichlet boundary conditions

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ∈ (0, T ], (3)

where Ω := (0, l) × (0, T ], CDαt stands for Caputo fractional derivative of order 0 < α < 1 in
the time variable and f(x, t) is the known source term, ϕ(x) is the initial temperature.

For (1)-(3) the direct problem is the determination of u(x, t) in Ω̄ such that u(·, t) ∈
C2((0, l),R) and

(
CDαt u

)
(x, ·) ∈ C((0, T ],R), when the coefficient q(t), the initial temperature

ϕ(x) and the source term f(x, t) are given and continuous.
Inverse problem. Find the couple of functions {u(x, t), q(t)} satisfying equation (1)-(3),

under the over-determination conditions∫ l

0

u(x, t)dx = g(t), t ∈ [0, T ], (4)

where g(t) ∈ C([0, T ],R) is the additional data of the thermal energy. The solvability of inverse
problems with such type of integral over-determination has been considered in the paper [1]-[3].

We have the following theorem.
Theorem 1. Suppose the following conditions hold:

(i) ϕ ∈ C5[0, l], ϕ(k)(0) = ϕ(k)(l) = 0, k = 0, 2, 4;
(ii) f ∈ C5,0

x,t (Ω̄), ∂kxf(0, t) = ∂kxf(l, t) = 0, k = 0, 2, 4;
(iii) g(t) ∈ AC[0, T ], |g(t)| ≥ g0 > 0 and g(t) satisfies the matching condition g(0) =

∫ l
0
ϕ(x)dx.

Then the inverse problem (1)-(4) has a unique solution.
Setting T such that

T < min
{ 1

2c α
√

1 + α
,

g0

l2c α
√

1 + α
,
}

(5)

where
‖ψ0‖C(Ω̄) ≤ c := max

(
‖v0‖C(Ω̄), ‖q0‖C[0,T ]

)
, (6)

Then we have the following theorem.
Theorem 2. The solution (u(x, t), q(t)) of the inverse problem (1)-(4), under the

assumptions of Theorem 1, depends continuously upon the data of Ψ = {f(x, t), ϕ(x), g(t)}
for satisfying (6).
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INITIAL-BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR SUBDIFFUSION EQUATION
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We use Green’s function method to construct the solution of initial boundary value problem for
the time-fractional diffusion equation on the metric star graph with equal bonds. The approach
of energy integrals was used to demonstrate the uniqueness of the solutions to the problems
under consideration. The uniqueness of the solutions of the considered problems were proved
by the method of energy integrals. Some possible applications in branched nanostructures were
discussed.

The diffusion equation is widely applied in a variety of domains of research, including physics,
biology, mechanics, chemistry, and others. The theory of fractional calculus has been studied
with great interest in recent years. It is known that the GreenЎs function method is a powerful
technique for solving boundary value problems. The GreenЎs function method for fractional
order equations was investigated by A.V. Pskhu [1].

We consider the star graph which has m = k+ l bonds connected in one point O. We define
coordinates in the graph’s edges by isometrically mapping these bonds to the interval 0 to L,
so that the coordinate 0 corresponds to the vertex O in each edge. The bonds of the graph are
denoted by Bj, j = 1,m.

On each bond Bj of the graph we consider the time-fractional subdiffusion equation

Dα
0,tuj(x, t) =

∂2

∂x2
uj(x, t)− fj(x, t), 0 < x < L, 0 < t < T, j = 1,m (1)

where Dα
0,tg(t) is the fractional derivative [1] defined by

Dα
η,tg(t) =

1

Γ(1− α)

∂

∂t

t∫
η

g(ξ)

|t− ξ|α
dξ, 0 < α < 1,

where Γ(x) is the Gamma function. Initial conditions are

lim
t→0

Dα−1
0,t uj(x, t) = ϕj(x), 0 ≤ x ≤ L, j = 1,m. (2)

At the inner vertex of the graph we use the following gluing (Kirchhoff) conditions

u1(0, t) = u2(0, t) = ... = um(0, t), lim
x→0

(
m∑
i=1

∂

∂x
ui(x, t)

)
= 0. (3)

for all t ∈ [0, T ]. These conditions ensure the local flow conservation at the branching point of
the graph.

At the boundary vertices we will use Dirichlet boundary conditions (BC) given by

ui(L, t) = ψi(t), i = 1,m. (4)



175

Problem consists of finding the regular solutions for equation (1) which satisfy conditions (2)—
(4).
Lemma. The problem has at most one solution. Furthermore, if ψi(t) ≡ 0, i = 1,m, then the
solutions satisfy the following a-priori estimate

Dα−1
0,t ||u||2 ≤ Eα(tα) ·Dα−1

0,t ||ϕ||+ Γ(α)Eα,α ·D−α0,t ||f ||2,

where Eα(z) =
∑∞

n=0 z
n/Γ(αn + 1) and Eα,µ(z) =

∑∞
n=0 z

n/Γ(αn + µ) are the Mittag-Leffler
functions.
In the proof of this lemma we use analogue of the Gronwall-Bellman lemma [see 2].
Taking into account the theorem 4.3.1. [see 1], we look for solution of problem in the following
form

u(x, t) =

∫ t

0

(G(x, t;L, τ)uξ(L, τ)−G(x, t; 0, τ)uξ(0, τ)−Gξ(x, t;L, τ)u(L, τ)+

+Gξ(x, t; 0, τ)u(0, τ))dτ −
∫ L

0

ϕ(t)G(x, t; ξ, τ)dξ −
∫ t

0

∫ L

0

G(x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)dξdτ,

where u(x, t) = (u1(x, t), ..., um(x, t))T and G is a matrix-Green’s function. Green’s function
satisfies the equation Gξξ −Dα

t,τG = 0, for all ξ 6= x, 0 < τ < t.
We found Green’s function in the form

G =
+∞∑

n=−∞

(−1)nMn (Γ(x− ξ + 2nL, t− τ) +MΓ(x+ ξ + 2nL, t− τ)) , (5)

where M = 1
m


2−m 2 ... 2

2 2−m ... 2
... ... ... ...
2 2 ... 2−m

 matrix of dimension m×m and Γ(s, t) is

Γ(s, t) =
1

2
tα/2−1e

1,α/2
1,α/2(− |s|

tα/2
), where eµ,δα,β(z) =

∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ µ)Γ(δ − βn)
.

Theorem. Let φi(t), ϕi(t) ∈ C[0, T ] (i = 1,m, T > 0), and f(x, t) ∈ C0,1{(x, t) : 0 ≤ x ≤
L, 0 < t < T}. Then considered problem has unique solution in the form of

u(x, t) = −
∫ t

0

(Gξ(x, t;L, τ)u(L, τ)+)dτ −
∫ L

0

ϕ(t)G(x, t; ξ, τ)dξ−

−
∫ t

0

∫ L

0

G(x, t; ξ, τ)F (ξ, τ)dξdτ,

where u = (u1, ..., um)T , F = (f1, ..., fm)T and G(x, t; ξ, τ) is given by (5).
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LAPLAS TENGLAMASI UCHUN DIRIXLE MASALASI YECHIMINING
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Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi qaraladigan soha chegarasi Lyapunov sirtidan iborat
bo’lmaganda yechimga ega bo’lmasligi mumkin. Bu tasdiqni isbotlovchi quyidagi misolini
keltiramiz (Lebeg misolining umumlashishi). R3 dagi S = {(x, 0, 0) ∈ R3 : 0 ≤ x ≤ 1} kesmada

µ (x) = f (x) ∈ C [0, 1]

chiziqli zichlik bilan taqsimlangan quyidagi massa potensialini qaraylik.

u(x, y, z) =

∫ 1

0

f(ξ)dξ√
(ξ − x)2 + y2 + z2

(1)

Bu potensial S kesmadan tashqarida aniqlangan va garmonik. Kiritilgan u(x, y, z) ≡ u(~x)
funksiyaning yetarli katta

|~x| = r

lardagi qiymatlari uchun

|u(~x)| ≤ C1

1∫
0

|f(ξ)| dξ
r

= C1
1

r

1∫
0

|f(ξ)| dξ ≤ C2
1

r

C1, C2 = const > 0.

Demak,

u (x, y, z) | = O(
1

r
), r →∞ (2)

f(x) = kx, k = const > 0

bo’lgan holni qaraylik. U holda (1) potensialni ρ =
√
y2 + z2 6= 0 bo’lganda quyidagicha

ifodalash mumkin.
u(x, y, z) = kϕ(x, ρ)− 2kx ln ρ,

(3) ϕ(x, ρ) =
√

(1− x)2 + ρ2−
√
x2 + ρ2 +x ln

((
1− x+

√
(1− x)2 + ρ2

)(
x+

√
x2 + ρ2

))
u(x, ρ) funksiyaning sath sirtlari u(x, ρ) = c(c = const) tenglama bilan beriladi. Ular aylanma
sirt bo’ladi (aylanish o’qi - x o‘qi). c > kbo’lganda bu sirt x ≥ 0 yarim fazoda joylashgan va u
"uchli nok sirtiga"o’xshash. Bu sirtlarga (0; 0; 0) nuqtani qo’shib qo’yamiz. Sath sirtlarining

z = 0

tekislik bilan kesimi tekislikda egri chiziqlarni ifodalaydi. Bu egri chiziqlar (0; 0) nuqta atrofida

exp(−k/x)

funksiya kabi bo’lib, ular koordinatalar boshiga urinishi cheksiz tartibli bo’ladi.
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1− rasm.

u(x, y, z) = 2k sath sirtining z = 0 kesimi. Biror c > k li sath sirti bilan chegaralagan,
chegaralanmagan soha Gni qaraylik. G sohadaning chegarasi ∂G da u|∂G = ϕ(~y) = c, ~y ∈ ∂G
chegaraviy shartli (tashqi) Dirixle masalasini qo’yaylik. (3) formula bilan aniqlangan u(x, y, z)
funksiya G da garmonik, ∂G ning koordinatalar boshidan farqli nuqtalarida u(x, y, z) = c, lekin
(x, y, z) → (0; 0; 0) da turli yo’llar bo’ylab turli limitlarga intiladi, ya’ni u(x, y, z) funksiya G
da uzluksiz emas. Isbot qilish mumkinki, agar qaralayotgan Dirixle masalasining cheksizlikda
(2) shartni qanoatlantiruvchi yechimi mavjud bo’lsa, u albatta aytilgan u(x, y, z)funksiya bilan
ustma-ust tushadi. Bu yechimning G da uzluksiz bo’lishiga zid. Shunday qlib, qo’yilgan Dirixle
masalasi yechimga ega emas. Endi R = k/2 radiusli (k/2; 0; 0) markazli sferaga nisbatan Kelvin
almashtirishini bajaraylik. Bu almashtirishda chegaralanmagan G soha chegaralanganD sohaga
o’tadi va shu soha uchun hosil bo’luvchi mos (ichki) Dirixle masalasi yechimga ega bo’lmaydi.
D soha olmaga o’xshash bo’lib, uning chegarasi koordinatalar boshiga cheksiz tartibli urinadi
(juda ham uchli "voronka"shardan chiqarib tashlangan).
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Buziladigan xususiy hosilali differensial tenglamalar gaz dinamikasining turli masalalari
matematik modellarining asosi bo‘lib xizmat qilgan [1, 2]. Ikkita buzilish chizig‘iga ega bo‘lgan
aralash tipdagi differensial tenglamalar uchun turli lokal va nolokal shartli chegara-
viy masalalar bir qiymatli yechilish ma’nosida ko‘pchilik olimlar tomonidan tadqiq etilgan,
analitik yechimlar topilgan (masalan, [3-5] ishlarni ko‘ring).

Ushbu ishda biz, 2 ta tip buzilish tekisligiga ega bo‘lgan chiziqli giperbolik tipdagi
tenglamaning bir aniq yechimini qurish masalasini tadqiq etamiz. Olingan natijani keyin-
chalik bunday tipdagi tenglamalarning chiziqsiz holatlarini tadqiq etish rejalashtirilgan.
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Quyidagi xususiy hosilali differensial tenglamani

utt = (xkux)x + (ykuy)y + f(x, y, t) (1)

qaraylik, bu yerda k ∈ R (k 6= 2) - berilgan son, f(x, y, t) - berilgan funksiya.
(1) tenglamaning aniq bir yechimini quyidagi ko‘rinishda izlaymiz:

u(x, y, t) = U(z), z = 4x2−k + 4y2−k − (2− k)2t2. (2)

Xususiy hosilali differensial tenglamalarning aniq yechimlarini bunday usulda izlash haqida [6]
dan batafsil ma’lumot olish mumkin.

(2) almashtirish asosida tenglamada ishtirok etgan kerakli hosilalarni hisoblab olamiz:

utt = −2(2− k)2Uz + 4(2− k)4t2Uzz, (3)

(xkux)x = 4(2− k)Uz + 16(2− k)2x2−kUzz, (4)

(ykuy)y = 4(2− k)Uz + 16(2− k)2y2−kUzz. (5)

Topilgan (3), (4) va (5) tengliklarni (1) tenglamaga qo‘yib, ba’zi soddalashtilarni amalga
oshirib, (2) ko‘rinishni e’tiborga olsak,

2(2− k)zUzz + (6− k)Uz = f1 (z) (6)

tenglama kelib chiqadi, bu yerda f1 (z) = − [2 (2− k)]−1 f (x, y, t).
(6) tenglamaning yechimi quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

U (z) = F1 (z)− 4− 2k

2 + k
C1z

− 2+k
4−2k + C2,

bu yerda F1 (z) =
∫
z−

6−k
4−2kF (z) dz, F (z) = 1

2(2−k)

∫
f1(z)z

2+k
4−2kdz, C1 va C2 – o‘zgarmas sonlar.

(2) almashtirishni e’tiborga olib, (1) tenglamaning yechimi topiladi.
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D = {(x, y) : 0 < x < a,−b < y < c} sohada quyidagi

uxx + sgny · uyy +
2α

x
ux = 0 (1)

tenglamani qaraymiz, bu yerda a, b, c, α ∈ R, jumladan a, b, c > 0, α < 1/2.
Ta’kidlash kerakki, (1) tenglama uchun S.P.Pulkin tomonidan [1,2], α ≥ 1/2

bo’lganda, uchlari A (1, 0) va B (0, 1) nuqtalarda bo’lgan Γ bo’lakli silliq chiziq va
OB = {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1}, OC = {(x, y) : x+ y = 0, 0 < x < 1/2},
CA = {(x, y) : x− y = 1, 1/2 < x < 1} kesmalar bilan chegaralangan sohada Trikomi masalasi
o’rganilgan. Masala yechimining yagonaligi ekstremum prinsipi yordamida, mavjudligi esa
integral tenglamalar usuli yordamida isbotlangan.

M.M.Xachev tomonidan [3] ishda D to’g’ri to’rtburchak sohada o’zgaruvchilarni ajratish
usuli yordamida Trikomi tenglamasi uchun Dirixle masalasi o’rganilgan.

To’g’ri to’rburchak sohada Dirixle masalasini turli xil buziladigan va singulyar koeffitsiyentli
tenglamalar uchun [4], [5], [6] ishlardan topish mumkin.

Dirixle masalasi. D sohada (1) tenglamani va quyidagi

u (x, y) ∈ C
(
D̄
)
∩ C1 (D) ∩ C2

(
D+ ∪D−

)
, (2)

Su (x, y) = 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−, (3)

u (x, c) = ϕ (x) , u (x,−b) = ψ (x) , 0 ≤ x ≤ a, (4)

u (a, y) = u (0, y) = 0, −b ≤ y ≤ c, (5)

shartlarni qanoatlantiruvchi u (x, y) funksiya topilsin, bu yerda D+ = D ∩ {y > 0},
D− = D∩{y < 0}, ϕ (x) , ψ (x)−berilgan funksiyalar bo’lib, ϕ (0) = ϕ (a) = ψ (0) = ψ (a) = 0
shartlarni qanoatlantiradi.

Bu ishda quyidagi teorema isbotlangan.
Teorema. Masalada berilgan ϕ (x) va ψ (x) funksiyalar quyidagi shartlarni qanoat-

lantirsin:

ϕ (x) , ψ (x) ∈ C4[0, a], ϕ (0) = ϕ′ (0) = ϕ′′ (0) = 0, ϕ (l) = ϕ′ (l) = ϕ′′ (l) = 0,

ψ (0) = ψ′ (0) = ψ′′ (0) = 0, ψ (l) = ψ′ (l) = ψ′′ (l) = 0,

∆ (n) = chλnc · sinλnb + shλnc · cosλnb 6= 0, n ∈ N , |∆ (n)| ≥ C0e
λnβ, C0 = const > 0.

U holda Dirixle masalasining yechimi mavjud, yagona va quyidagi formula orqali ifodalanadi:

u (x, y) =
+∞∑
n=1

un (y)Xn (x),

bu yerda λn = µn/l, n ∈ N , µn esa J1/2−α (x) Bessel funksiyasining nollari,

Xn (x) =
√

2x1/2−αJ1/2−α (λnx) /
∣∣aJ3/2−α (λn)

∣∣ ,
un (y) =

{
∆−1 (n) {ϕn [cosλnb · shλny + sinλnb · chλny] + ψnshλn (c− y)} , y > 0,

∆−1 (n) {ϕn [sinλn (y + b) + ψn (shλnc · cosλny − chλnb · sinλny)]} , y < 0,

ϕn =

a∫
0

ϕ (x)x2αXn (x) dx, ψn =

a∫
0

ψ (x)x2αXn (x) dx.
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PARABOLIK TIPDAGI XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR SISTEMASINI EVOLYUSION METOD BILAN YECHISH

S. Xojiyev, A. N. Tag’oyev, Z. Z. Raximova
Buxoro davlat universiteti, Buxoro, O’zbekiston

Zamonaviy informatsion texnologiyaning rivojlanishi va hisoblash mashinalarining xotirasi
va hisoblash tezligi oshishi ayrim muhim amaliy masalalarni yechish imkonini yaratdi. Bu
imkoniyatlar esa matematik modeli murakkab tenglamalar sistemasi bilan ifodalanadigan
jarayonlarni o’rganish imkonini berdi.

Xususiy hosilali nochiziqli differensial tenglamalar bilan ifodalangan jarayonlarni analitik
usullar bilan yechib o’rganish deyarli imkoni yo’q. Shu sababli bunday tenglamalar sistemasi
asosan sonli usullar bilan yechiladi. Shunday usullardan biri chekli ayirmalar metodidir. Bunda
differensial tenglamadagi differensial xodlar chekli ayirma analoglar bilan almashtirilib, ko’p
sondagi algebraik tenglamalar sistemasi bilan almashtiriladi. Albatta, bunday tenglamalar
sistemasini yechish hisoblash mashinasidan ko’p vaqt hisoblashni talab qiladi. Bu esa parallel
o’z navbatida ko’p noma’lumli xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasini sonli yechish
samarali usullarini yaratishni talab qiladi yoki jarayon modeli asosli sodda model bilan
almashtirishga to’g’ri keladi.

Ma’lumki, tabiatdagi juda ko’p amaliy masalalar fizika va mexanikaning fundamental
qonunlari matematik modeli yordamida o’rganiladi, ya’ni massa, harakat, enargiya saqlanish
qonunlari asosida. Masalan, har tomonlama oqim harakatini umumiy to’la Nave-Stoks
tenglamalar sistemasi yordamida o’rganish mumkin [1]. Vaholanki, oddiy siqiluvchan va issiqlik
o’tkazuvchan havo oqimi uchun ham ushbu tenglamalar sistemasini yechish oson emas. Ushbu
tenglamalar sistemasi elliptik tipda bo’lib, uni chekli ayirma metodi bilan yechishda vaqt
bo’yicha butun hisoblash nuqtalarda yechimni saqlab turishni talab qiladi. Bu esa juda ko’p
EHM xotirasini talab qiladi va hisoblash metodlari ham murakkab.

Ko’p hollarda o’rganilayotgan jarayon mohiyatiga qarab matematik modelini soddalashtirib,
yetarli natija olish ma’lum bo’ladi. Shunday oqimlar borki, ularda asosan, bo’ylanma tezlik
ko’ndalang tezlikdan (U � V ) yetarli darajada katta, bosim ham asosan bo’ylanma
yo’nalish bo’yicha o’zgaradi. Bunday masalar evolyusion (tarqalish) masalalari deyiladi hamda
xususiy hosilali nochiziqli differensial tenglamalar sistemasini yopiq bo’lmagan sohada berilgan
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chegaraviy va boshlang’ich shartlarda yechish hisoblanadi. Evolyusion masalalarni yechish
sohalari a) va b) chizmalarda keltirilgan (x - bo’ylanma yo’nalish koordinatsiyasi, t - vaqt).

(D) sohadagi yechim xususiy hosilali differensial tenglamalar sis-temasini qanoatlantirish
kerak. (G) sohadagi yechim chegaraviy shartni qanoatlantirishi kerak. (B) oqim chiqadigan
boshlang’ich soha bo’lib, unda yechim ma’lum hisoblanadi. Shunday masalalarga misol qilib,
oqimlarni kesimi o’zgarmas va o’zgaruvchi sohalarda tarqalish yoki oqimni quvurdan chiqib
(B) erkin tarqalishi yoki yo’ldosh oqim bilan qo’shilib tarqalishi (yonish masalalari) kabi
masalalardir. Bunday matematik masalalar boshlang’ich shartli yoki boshlang’ich va chegaraviy
shartli masalalar deb yuritiladi. Bunday masalalarni yechishda ilgarilama (маршевый) deb
yuritiladigan metodlar ishlatiladi [1, 2]. Ushbu metodlar yordamida yechishda boshlang’ich
shartlardan foydalanib ketma-ket yo’nalish bo’yicha chegaraviy shartlarni bajaradigan yechim
topiladi. Bunday masalalar (jarayonlar) matematik modeli xususiy hosilali giperbolik yoki
parabolik tipdagi tenglamalar sistemasidan iborat bo’ladi. Quvurlarda yopishqoqligi butun
sohani (kesimni) egallaydigan havo oqimini kichik Reynolds sonlarida parabolik tipdagi "tor
kanal yaqinlashishi"("приближение узкого канала") matematik modeli yordamida o’rganish
mumkin. Biz shu metod yordamida [2] ishda keltirilgan tenglamalar sistemasini chekli ayirma
metodi bilan quvurda havo oqimi tarqalishini har xil boshlang’ich qiymatlarida va chegaraviy
shartlarda yechimi sonli o’rganilgan. Har xil qiymatdagi Re sonida yechimlar olinib tahlil
qilingan. Butun kesim yopishqoq bo’lgan holda ham yechim olingan va shu hollarda ham
kesimlarda massa saqlanishi kuzatiladi. Quvur va oqim simmetrik deb qaralganda simmetriya
o’qi bo’yicha bo’ylanma tezlik kamayib boradi va boshlang’ich temperatura yuqori bo’lganda
quvur bosh qismida harorat saqlanib turishi kuzatiladi.
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LetG denote the graph of 1-skeleton of the pyramid or prism in Euclidian space R3 [1-3]. The
team of Pursuers P = {P1, P2, ..., Pm} and one Evader Q moving along play a pursuit-evasion
differential game. Speed of Q doesn’t exceed 1 while maximal speed of point Pi equals ρi, ρi ≤
1, i = 1, 2, ...,m, 1 ≥ ρ1 ≥ ρ2 ≥ ... ≥ ρm > 0. The process of pursuit-evasion begins from initial
positions P(0) = {P1(0), P2(0), ..., Pm(0)}, Q(0). If one of the players chooses concrete strategy
and other chooses arbitrary control function the P(t) = {P1(t), P2(t), ..., Pm(t)}, Q(t), t ≥ 0
then corresponding trajectories will be generated. The aim of the team of pursuers is to reach
the equality Pi(T ) = Q(T ) for some i = 1, 2, ...,m, T ≥ 0 for any initial positions. The aim of
evader is opposite, i.e. to hold the condition Pi(t) = Q(t) for all i = 1, 2, ...,m and t, t ≥ 0 for
some initial position (see [1-3]).

Obviously, if m is great enough then the team of Pursuers can win the game. The least
value of m that m Pursuers win the game, will be denoted by N(G).

Theorem 1. If 0 < ρ1 < 0, 5, 0, 5 ≤ ρ2 ≤ 1, σ = 1 then on the Pursuit-Evasion game on the
graph of 1-skeleton of the pyramid, the team of Pursuers wins.

Theorem 2. If 0 < ρ1 < 0, 5, 0 < ρ2 < 0, 5, σ = 1 then on the Pursuit-Evasion game on the
graph of 1-skeleton of the pyramid, the Evader wins.

Theorem 3. If 0 < ρ1 < 0, 5, 0 < ρ2 < 0, 5, 0 < ρ3 < 0, 5, σ = 1 then on the Pursuit-Evasion
game on the graph of 1-skeleton of the pyramid, the team of Pursuers wins.

Theorem 4. If 1
3
≤ ρ1 < 1, ρ2 = σ = 1 then on the Pursuit-Evasion game on the graph of

1-skeleton of the prism, the team of Pursuers wins.
Theorem 5. If 0 < ρ1 < 1, 0 < ρ2 < 1, σ = 1 then on the Pursuit-Evasion game on the

graph of 1-skeleton of the prism, the Evader wins.
Theorem 6. If 0 < ρ1 <

1
3
, 0 < ρ2 <

1
3
, 1

3
≤ ρ3 < 1, σ = 1 then on the Pursuit-Evasion

game on the graph of 1-skeleton of the prism, the team of Pursuers wins.
Theorem 7. If 0 < ρ1 <

1
3
, 0 < ρ2 <

1
3
, 0 < ρ3 <

1
3
, σ = 1 then on the Pursuit-Evasion

game on the graph of 1-skeleton of the prism, the Evader wins.

Theorem 8. If 0 < ρ1 <
1
3
, 0 < ρ2 <

1
3
, 0 < ρ3 <

1
3
, 0 < ρ4 <

1
3
, σ = 1 then on the

Pursuit-Evasion game on the graph of 1-skeleton of the prism, the team of Pursuers wins.
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Integro-differential equations as integral and differential equations are mathematical models
of the many physical processes and the operation in technical systems. In application of integro-
differential equations the analytical and iterative methods play an important role.

In this paper, we study the initial value problem of one value solvability and construction of
solutions of a nonlinear Fredholm integro-differential equation of second order with degenerate
kernel and nonlinear maxima. When a kernel of integral is degenerate, it is easy to replace
the given equation by implicit differential equation, which is convenient to transform into
Volterra integro-differential equation for solving by the method of successive approximations.
The integral and integro-differential equations with degenerate kernels were considered by many
authors (see, for example [1–8]).

So, in our paper, using the method of degenerate kernel in combination it with the
regularization method, we obtain an implicit functional-differential equation with nonlinear
maxima. As you know, Fredholm functional integro-differential equation of first kind is ill-posed.
So, we use initial boundary conditions to ensure the uniqueness of the solution. In order to use
the method of a successive approximations, we transform the implicit functional-differential
equation to the nonlinear Volterra type functional integro-differential equation, which is ill-
posed, too. The one value solvability of this problem we have proved by the given initial
boundary conditions.

On the segment [0;T ] the following nonlinear Fredholm integro-differential equation of first
kind and second order is considered

λ

T∫
0

K(t, s)F (s, u(s),max {u(τ)| τ ∈ [h1(s, u(s));h2(s, u(s))]} , u′′(s)) ds = f(t) (1)

under the following conditions
u(0) = ϕ01 = const,
u′(0) = ϕ02 = const,
u′′(0) = ϕ03 = const,
u(t) = ϕ1(t), t ∈ [−h01; 0],
u(t) = ϕ2(t), t ∈ [T ;T + h02],

where 0 < T is given real number, λ is nonzero parameter of marching, F (t, u, v, ϑ) ∈ C([0;T ]×
X×X×X), hi(t, u) ∈ C([0;T ]×X), −h01 < h1(t, u) < h2(t, u) < T +h02, 0 < h0i = const, i =

1, 2, 3, ϕ1(t) ∈ C[−h01; 0], ϕ2(t) ∈ C[T ;T + h02], K(t, s) =
k∑
i=1

ai(t) bi(s), 0 6= ai(t), bi(s) ∈

C[0;T ], X is closed set on real number set. Here it is assumed that each of the systems of
functions ai(t), i = 1, k, and bi(s), i = 1, k, linearly independent, ϕ1(0) = ϕ01, ϕ2(T ) = u(T ).

Using the notation

ϑ(t) = F (t, u(t),max {u(τ)|τ ∈ [h1(t, u(t));h2(t, u(t))]} , u′′(t))

and introducing new unknown function ϑε(t), we obtain from (1) approximation Fredholm
second kind integral equation with small parameter

εϑε(t) = f(t)− λ
T∫

0

k∑
i=1

ai(t) bi(s)ϑε(s)ds,

where lim
ε→0

ϑε(t) = ϑ(t), 0 < ε is small parameter.
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Mathematical modelling of many processes occurring in the real world often leads to the
study of the initial and boundary value problems for a non-classical equations of mathematical
physics. High-order partial differential equations are of great interest from the point of view
of physical applications. Many problems of gas dynamics, theory of elasticity, theory of plates
and shells are reduced to the consideration of high-order partial differential equations. Integro-
differential equations with degenerate kernels were considered, in particular, in [1–8].

In this paper, we propose a method for studying the unique solvability of the initial value
problem for a nonlinear integro-differential equation of Fredholm type in partial derivatives of
the fifth order with a degenerate kernel. This work is a further development of works [9, 10].

In the domain Ω ≡ ΩT × Ω2
l , we consider a fifth-order Fredholm-type integro-differential

equation with a degenerate kernel

∂2

∂ x1∂ x2

∂3u(t, x1, x2)

∂ t3
+ λ

T∫
0

K(t, s)
∂2u(s, x1, x2)

∂ s2
ds

 =
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= p(t) β

x1, x2,

T∫
0

l∫
0

l∫
0

H(s, y1, y2)u(s, y1, y2)dy1dy2ds

 (1)

with initial value problem

u(0, x1, x2) = ϕ1(x1, x2), ut(0, x1, x2) = ϕ2(x1, x2),
utt(0, x1, x2) = ϕ3(x1, x2) x1, x2 ∈ Ω2

l ,
(2)

u (t, 0, 0) = ψ(t), t ∈ ΩT , (3)

where p(t) ∈ C (ΩT ), β(x1, x2, γ) ∈ C (Ω2
l × R), ϕk(x1, x2) ∈ C1 (Ω2

l ), k = 1, 2, 3, ψ(t) ∈
C2 (ΩT ), ψ(0) = ϕ1(0, 0) = ϕ2(0, 0) = ϕ3(0, 0) = 0, K(t, s) =

n∑
i=1

ai(t) bi(s), 0 < ai(t), bi(s) ∈

C(ΩT ), 0 <
T∫
0

l∫
0

l∫
0

|H(t, x1, x2)| dx1dx2dt < ∞, ΩT ≡ [0, T ], Ω2
l ≡ [0, l] × [0, l], λ is spectral

parameter.
By the solution of the initial value problem (1)–(3) we mean a function u(t, x1, x2) ∈

C3,1,1(Ω), satisfying partial integro-differential equation (1) and initial value conditions (2),
(3).

The initial value problem (1)–(3) is reduced to the following Volterra type integral equation
of the second kind with respect to the unknown function u(t, x1, x2)

u(t, x1, x2) = ϕ1(x1, x2) + t ϕ2(x1, x2)− ν(t)ϕ3(x1, x2) + ψ(t)+

+µ(t)

x1∫
0

x2∫
0

β

y, T∫
0

l∫
0

l∫
0

H(θ, z1, z2)u(θ, z1, z2)dz1dz2dθ

 dy1dy2,

where

ν(t) =
λ

2

n∑
i=1

∆1 i(λ)

∆(λ)

t∫
0

(t− s)2ai(s)ds,

µ(t) =

t∫
0

(t− s)q(s)ds, q(t) =

t∫
0

p(s)ds,

∆1 i(λ), ∆(λ), i = 1, n are determinants depending from the degenerate kernel.
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We consider the questions of the classical solvability and construction of a solution to a
multidimensional mixed problem for a fourth-order partial integro-differential equation with
a degenerate kernel. Sufficient conditions for the existence of a classical solution to the mixed
problem are obtained. The solution to the mixed problem is constructed in the form of a Fourier
series, the absolute and uniform convergence of the solution to the mixed problem is proved.

In a multidimensional domain Ω = {0 < t < T, 0 < x1, ..., xm < l} we consider the following
equation

U t t(t, x)−
m∑
i=1

[ω(t)Ut t xi xi(t, x) +

T∫
0

Uxi xi xi xi(θ, x) d θ] =

= ν

T∫
0

K(t, s)
m∑
i=1

Ut xi xi xi xi(s, x) d s, (1)

where T and l are given positive real numbers, ν is a real nonzero parameter, 0 ≤ ω(t) ∈ C [0; T ],

x ∈ Rm, 0 6= K(t, s) =
k∑
i=1

a i(t) b i(s), a i(t), b i(s) ∈ C [0; T ]. We suppose that the system of

functions a i(t), i = 1, k and the system of functions b i(s), i = 1, k are linear independent.
Problem. Find in Ω the function

U (t, x) ∈ C (Ω) ∩ C2, 4
t, x(Ω) ∩ C2+2+0+ . . .+0

t, x 1, x 2, . . . , xm
(Ω)
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C 2+0+2+0+ . . .+0
t, x 1, x 2, x 3, . . . , xm

(Ω) ∩ . . . ∩ C 2+0+ . . .+0+2
t, x 1, . . . , xm−1, xm

(Ω),

satisfying equation (1) and the following conditions

U (0, x) = ϕ (x), 0 ≤ x ≤ l,

Ut(0, x) = ψ (x), 0 ≤ x ≤ l,

U
(
t, 0, x 2, x 3, . . . , xm

)
= U

(
t, l, x 2, x 3, . . . , xm

)
=

= U
(
t, x 1, 0, x 3, . . . , xm

)
= U

(
t, x 1, l, x 3, . . . , xm

)
= . . . =

= U
(
t, x 1, . . . , xm−1, 0) = U(t, x 1, . . . , xm−1, l) =

= Ux 1 x 1

(
t, 0, x 2, x 3, . . . , xm

)
= Ux 1 x 1

(
t, l, x 2, x 3, . . . , xm

)
=

= Ux 1 x 1

(
t, x 1, 0, x 3, . . . , xm

)
= Ux 1 x 1

(
t, x 1, l, x 3, . . . , xm

)
= . . . =

= Ux 1 x 1

(
t, x 1, . . . , xm−1, 0

)
= Ux 1 x 1 (t, x 1, . . . , xm−1, l

)
= . . . =

= Uxm xm

(
t, 0, x 2, x 3, . . . , xm

)
= Uxm xm

(
t, l, x 2, x 3, . . . , xm

)
=

= Uxm xm

(
t, x 1, 0, x 3, . . . , xm

)
= Uxm xm

(
t, x 1, l, x 3, . . . , xm

)
= . . . ,=

= Uxm xm (t, x 1, . . . , xm−1, 0) = Uxm xm (t, x 1 , . . . , xm−1, l) = 0,

where ψ(x), ϕ(x) are given sufficiently smooth multidimensional functions in the domain

Ωm
l = {x1, ..., xm}

, Cr(Ω) is the class of functions U(t, x1, ..., xm) with continuous derivatives ∂ r U
∂ t r

, ∂
rU
∂ xr1

, ... ∂
rU

∂ x rm

in domain Ω, C r, s
t, x(Ω) is the class of functions U

(
t, x1, ..., xm

)
with continuous derivatives

∂ r U
∂,tr

, ∂
s,U
∂,xs1

∂ s U
∂,x sm

in domain Ω, C r+r+ 0+,+0
t,x1, x2,...xm(Ω) is the class of functions U

(
t, x1, ..., xm

)
with

continuous derivative ∂ 2 rU
∂ t r∂ x r1

in domain Ω, Cr+0+..+0+,r
t,x1,...,xm−1,xm(Ω) is the class of functions

U
(
t, x1, xm) with continuous derivative ∂2,rU

∂tr,∂,xrm
in domain Ω, r, s are arbitrary natural numbers.

Note that in this paper the set of values of the spectral parameter ν ∈ (−∞; 0) ∪ (0;∞) is
divided into two regular and irregular subsets. For the set of regular values, sufficient conditions
are obtained for the existence of a unique classical solution, which can be expanded in a Fourier
series. This work is a further development of works [1, 2]. The generalized solvability of the
mixed problem for linear parabolic and hyperbolic equations was studied in [3, 4].
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In this paper, we study the solvability and determination of the unknown coefficient in the
inverse problem for a nonlinear partial integro-differential equation with a multidimensional
generalized Whitham operator of high degree. This work is a further development of works
[1–3].

In the domain Ω ≡ ΩT × Rn we consider the Whitham-type multidimensional integro-
differential equation(

∂

∂ t
+ εA

(
t, u

(
t, x1, . . . , xn

)) n∑
i=1

∂

∂ x i

)m

u
(
t, x1, . . . , xn

)
=

= α (t) β
(
x1, . . . , xn

)
+

+F

(
t, x1, . . ., xn, u

(
t, x1, . . ., xn

)
,

T∫
0

K(t, s)u
(
s, x1, . . ., xn

)
ds

)
(1)

with initial value conditions

u
(
t, x1, . . . , xn

)
| t=0

= ϕ 1

(
x1, . . . , xn

)
,

∂ i

∂ t i
u
(
t, x1, . . . , xn

)
| t=0

=

= ϕ i+1

(
x1, . . . , xn

)
, x1, . . . , xn ∈ R, i = 1, m− 1, (2)

where u
(
t, x1, . . . , xn

)
is unknown function, α (t) is redefinition function, β

(
x1, . . . , xn

)
∈

C
(
Rn
)
, A (t, u (t, x1, . . . , xn)) ∈ C (ΩT × R),

T∫
0

|K (t, s) | ds <∞, F
(
t, x1, . . . , xn, u, ϑ

)
∈

C
(
ΩT × Rn × R × R

)
, ϕ i

(
x1, . . . , xn

)
∈ C

(
Rn
)
, i = 1, m, ΩT ≡ [0, T ], 0 < T < ∞,

R ≡ (−∞, ∞), n, m are natural numbers, ε is small positive parameter.
It is required to determine the main unknown function u

(
t, x1, . . . , xn

)
∈ C m

(
ΩT × Rn

)
and the coefficient redefinition function α (t) in the problem (1), (2) with the aid of the following
condition

u
(
t, x0

1, . . . , x
0
n

)
= ψ(t),

where
(
x0

1, . . . , x
0
n

)
∈ Rn, ψ (t) ∈ C m

(
ΩT

)
, ψ (0) = 0,

We reduce the initial problem (1), (2) to solving the following integral equation

u
(
t, x1, . . . , xn

)
= Θ

(
t, x1, . . . , xn; uk, ϑk, pk1, . . . , p

k
n

)
≡

≡
m∑
i=1

ϕ i

(
p1

(
t, 0, x1, . . . , xn

)
, . . . , pn

(
t, 0, x1, . . . , xn

)) tm−i

(m− i) !
+
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+

t∫
0

(t− s)m−1

(m− 1) !

[
α (s) β

(
p1

(
t, s, x1, . . . , xn

)
, . . . , pn

(
t, s, x1, . . . , xn

))
+

+F
(
s, p1

(
t, s, x1, . . . , xn

)
, . . . , pn

(
t, s, x1, . . . , xn

)
,

u
(
s, p1

(
t, s, x1, . . . , xn

)
, . . . , pn

(
t, s, x1, . . . , xn

))
,

T∫
0

K(s, θ)u
(
θ, p1

(
t, θ, x1, . . ., xn), . . ., pn

(
t, θ, x1, . . ., xn

))
dθ
)]
d s,

where pi
(
t, s, x1, x2, . . . , xn

)
, i = 1, n are determined from the system of integral equations

pi
(
t, s, x1, . . . , xn

)
=

= xi − ε
t∫

s

A
(
θ, u

(
θ, p1

(
t, θ, x1, . . . , xn

)
, . . ., pn

(
t, θ, x1, . . ., xn

)))
d θ,

pi
(
t, t, x1, . . . , xn

)
= xi and the variables x1, . . . , xn play the role of a parameter.

In this paper, we study the solvability and determination of the unknown coefficient in the
inverse problem for a partial integro-differential equation with a multidimensional generalized
operator of Whitham type of high degree. Using the expression of high-order partial differential
equations in terms of the superposition of first-order partial differential operators, the considered
higher-order equation is presented as an ordinary integro-differential equation that describes
the change of an unknown function along characteristics. The unique solvability of the direct
problem is proved by the method of successive approximations. An estimate is obtained for the
convergence of the Picard iterative process. The determination of the unknown coefficient is
reduced to solving the Volterra-type integral equation of the first kind.
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В данной работе рассмотривается нагруженное уравнение параболо-гиперболического ти-
па

0 =

{
uxx −C Dα

otu+ µ1u+Dβ1

0xu(x, 0), при t > 0

uxx − utt + µ2u+Dβ2

0xu(x, 0), при t < 0
(1)

где α, βi, µi− действительные постоянные, причем βi < 1, µi 6= 0, и

CD
α
0tf(t) =

1

Γ(1− α)

t∫
0

(t− z)−αf ′(z)dz, 0 < α < 1,

Dβ
0xf(x) =


1

Γ(1−β)
d
dx

x∫
0

(x− t)−βf(t)dt, при 0 ≤ β < 1,

1
Γ(−β)

x∫
0

(x− t)−β−1f(x)dx, при β < 0,

дифференциальные и интегро-дифференциальные операторы, соответственно в смысле
Капуто и Римана-Лиувилля.

Известно, что локальные и нелокальные задачи уравнений параболо-гиперболического
типа с оператором Капуто след решения которых был включен в различные интегро-
дифференциальные операторы дробного порядка, такие как Риман-Лиувилль, Эрдейли-
Кобер и дрг. исследованы в работах [1],[2] и [3]. Хотелось бы отметить, что уравнения
приведенные в выше подчеркнутых работах не включают себя слагаемое µiu(x, t). т.е. без
младщего члена.

Основная цель данной работы, исследовать однозначную разрешимость нелокальной
краевой задачи с интегральныем условием склеивания для уравнения (1).

Пусть Ω− область, ограниченная отрезками: A1A2 = {(x, t) : x = 1, 0 < t < h},
B1B2 = {(x, t) : x = 0, 0 < t < h}, B2A2 = {(x, t) : t = h, 0 < x < 1} при t > 0,
и характеристиками: A1C : x − t = 1, B1C : x + t = 0 уравнения (1) при t < 0, где
A1 (1; 0) , A2 (l;h) , B1 (0; 0) , B2 (0;h) , и C

(
l
2
; −l

2

)
. Ω1 = Ω ∩ (t > 0), Ω2 = Ω ∩ (t < 0),

I1 =
{
x : 0 < x < l

2

}
, I2 =

{
x : l

2
< x < 1

}
.

Задача I. Требуется найти решение u(x, t) уравнения (1) из класса функций: W1 ={
u(x, t) : u(x, t) ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω2); uxx, CD

α
otu ∈ C (Ω1) ; ux ∈ C1(Ω̄1 \ A2B2)

}
удовлетворяю-

щие краевым условиям:

ux(l, t) = ϕ1(t), ux(0, t) = ϕ2(t), 0 ≤ t < h; (2)

u(x,−x) = ψ1(x), 0 ≤ x ≤ 1;

и интегральное условие склеивания:

lim
t→+0

cD
α
0tu(x, t) = λ1(x)ut(x,−0) + λ2(x)ux(x,−0)+

+λ3(x)u(x, 0) + λ4(x)

x∫
0

r(t)u(t, 0)dt+ λ5(x), 0 < x < 1

где ψ1(x), ϕi(t) (i = 1, 2), λk(x) (k = 1, 5) - заданные функции, причем
4∑

k=1

λ2
k(x) 6= 0.

Воспользуюсь свойствами функции Бесселя и известных операторов как An,µax , B
n,µ
ax и

Cn,µ
ax , исследование поставленной задачи сведется к интегральным уравнениям Вольтерра

второго рода. При определенных условиях на заданные функции, доказывается однознач-
ная разрещимость полученного интегрального уравнения.
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО
ПОРЯДКА

Абулов М.О.
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abulov1959@mail.ru;

В области Q = {(x, t) : −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T} рассмотрим уравнение

Lu ≡ utt + k(x)uxxx + a(x, t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)ut + d(x, t)u = f(x, t) (1)

где xk(x) > 0, при x 6= 0, k(0) = 0.
Краевая задача. Найти в области Q решение уравнения (1), удовлетворяющее краевым

условиям
u |∂Q = 0 (2)

Для простаты изложения будем предполагать, что коэффициенты уравнения (1) беско-
нечно дифференцируемые функции.

Отметим, что близкие задачи к задаче (1), (2) изучены в работах [1 – 4].
Определение. Обозначим через H(Q) пространство функций, полученное замыканием

функций из C∞, удовлетворяющих условиям (2) по норме

‖u‖H(Q) =

∫
Q

(k2u2
xxx + u2

xx + u2
tt + u2

x + u2
t + u2)dQ.

Теорема. Пусть выполнены условия

a(x, t)− 3

2
|kx| ≥ δ > 0, (3)

тогда для любой функции f(x, t) такой, что f ∈ L2(Q) существует единственное решение
задачи (1), (2) из H(Q).

Доказательство. Решение задачи (1), (2) будем искать методом Галеркина

um(x, t) =
m∑
i=1

γi(t)ϕi(x),

где функции ϕi(x) являются решениями задачи

ϕ′′i = −λiϕi, ϕi(−1) = ϕi(1) = 0.
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А коэффициенты γi(t) находятся из решения системы обыкновенных дифференциальных
уравнений

(umtt, ϕi)0 + (kumxxx, ϕi)0 + (aumxx, ϕi)0 + (bumx, ϕi)0+
+(cumt, ϕi)0 + (dum, ϕi)0 = (f, ϕi)0,

(4)

γi(0) = γi(T ) = 0, i = 1, 2, . . . ,m. (5)

Разрешимость задачи (4), (5) при каждом фиксированномm вытекает из общей теории
по обыкновенным дифференциальным уравнениям.

Получим равномерные по m оценки для Галеркинских приближений. Для этого умно-
жим (4) на −γi(t) и, суммируя по i, получим

(umtt,−um)0 + (kumxxx,−um)0 + (aumxx,−um)0 + (bumx,−um)0+
+(cumt,−um)0 + (dum,−um)0 = (f,−um)0.

(6)

После интегрирования по частям в силу условия (3) получим∫
Q

(u2
mt + u2

mx)dQ ≤ C. (7)

Рассмотрим тождеству

(umtt + kumxxx + aumxx, umxx)0 = (f − bumx − cumt + dum, umxx)0. (8)

Из тождества используя оценку (7), определения функций ϕi и теорему вложения,
получим ∫

Q

(u2
mtx + u2

mxx)dQ ≤ C. (9)

Далее, умножим (4) на −γtt(t) и, суммируя по i, получим

(umtt + kumxxx + aumxx, umtt)0 = (f − bumx − cumt + dum, umtt)0. (10)

Отсюда, интегрирования по частям в силу (3), (7) и (9) получим∫
Q

(u2
mtt + u2

mtx)dQ ≤ C. (11)

Из уравнения (4), в силу (7), (9) и (11) получим, что

k(x)umxxx ∈ L2(Q) (12)

Из оценок (7), (9), (11), (12) следует ограниченность последовательности приближен-
ных решений {um(x, t)} в пространстве H(Q).

Поскольку все производные, входящие в уравнение (4) квадратично суммируемы по
области Q, можно выбрать подпоследовательности {umk(x, t)} и перейти к пределу по
mk →∞ в системе (4). Нетрудно проверить, что предельная функция принадлежит про-
странству H(Q). Поскольку система {ϕi(x)} плотна в L2(−1, 1), поступая аналогично,
доказывается, что предельная функция u(x, t) удовлетворяет уравнению (1) п.в. в Q.

Тем самым, существование решения задачи (1), (2) доказана.
Из оценок (7), (9), (11), (12) стандартным образом вытекает единственности решение

задачи (1), (2).
Теорема доказана.
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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ МОДИФИЦИРОВАННОГО УРАВНЕНИЯ
КОРТЕВЕГА-ДЕ ФРИЗА С НАГРУЖЕННЫМИ ЧЛЕНАМИ И

ИНТЕГРАЛЬНЫМ ИСТОЧНИКОМ В КЛАССЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ
ФУНКЦИЙ/

Алланазарова Т.Ж.1, Искандаров А.У.2
1Каракалпакский государственный университет, Нукус, Узбекистан

j.tazagul86@mail.ru;
2Ургенчский государственный университет, Ургенч, Узбекистан

В данной работе рассматривается задача Коши для модифицированного уравнения
Кортевега-де Фриза с нагруженными членами и источником вида

qt = a(t)q(x0, t)[6q
2qx − qxxx] + b(t)q(x1, t)qx+

+

∫ ∞
−∞

β(λ, t)s1(π, λ, t)(ψ+
1 ψ
−
1 − ψ+

2 ψ
−
2 )dλ, t > 0eqno(1)

q(x, t)|t=0 = q0(x), x ∈ R (2)

в классе действительных π - периодических по x (не обязательно конечнозонных) функций

q(x+ π, t) = q(x, t) ∈ C3
x(t > 0)

⋂
C1
t (t > 0)

⋂
C(t ≥ 0). (3)

В уравнение (1), коэффициенты a(t), b(t) ∈ C[0,∞) -заданные ограниченные функции, а
x0, x1 ∈ R и β(λ, t) -действительная непрерывная функция, имеющая равномерную асимп-
тотику

β(λ, t) = O(λ−2), λ→ ±∞.

ψ± = (ψ±1 (x, λ, t), ψ±2 (x, λ, t))T являются решениями Флоке (нормированными условием
ψ±1 (0, λ, t) = 1) уравнение Дирака

L(t) ≡ B
dy

dx
+ Ω(x, t)y = λy, x ∈ R (4)

где

B =

(
0 1
−1 0

)
, Ω(x, t) =

(
0 q(x, t)

q(x, t) 0

)
, y =

(
y1(x)
y2(x)

)
.
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Через s(x, λ, t) = (s1(x, λ, t), s2(x, λ, t))T обозначено решение уравнение (??), удовлетворя-
ющее начальным условиям s(0, λ, t) = (0, 1)T .

В данной работе предлагается алгоритм построения решения q(x, t), ψ±(x, λ, t), x ∈
R, t > 0 задачи (1)-(3), с помощью обратной спектральной задачи для оператора Дирака.

Основной результат настоящей работы содержится в следующей теореме.
Теорема 1. Если q(x, t), ψ±(x, t, λ), x ∈ R, t > 0 является решением задачи (1)-(3), то

спектральные данные λn(τ, t), ξn(τ, t), σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z - оператора Дирака

L(τ, t)y ≡
(

0 1
−1 0

)(
y′1
y′2

)
+

(
0 q(x+ τ, t)

q(x+ τ, t) 0

)(
y1

y2

)
= λ

(
y1

y2

)
(5)

удовлетворяют аналогу системы уравнений Дубровина

λ̇n(τ, t) = 0, n ∈ Z, (6)

∂ξn(τ, t)

∂t
= 2(−1)nσn(τ, t)hn(ξ){−2ξna(t)q(x0, t)[q

2(τ, t) + qτ (τ, t) + 2ξ2
n(τ, t)]−

−b(t)ξnq(x1, t) +

∫ ∞
−∞

ξn(τ, t)β(λ, t)s1(π, λ, τ, t)

ξ2
n(τ, t)− λ2

dλ}, n ∈ Z (7)

где

hn(ξ) =
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn) ·

√√√√√√√
∞∏

k = −∞
k 6= n

(λ2k−1 − ξn)(λ2k − ξn)

(ξk − ξn)2
.

Знаки σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z меняются при каждом столкновении точки ξn(τ, t) с границами
своей лакуны [λ2n−1, λ2n]. Кроме того, выполняются следующие начальные условия

ξn(τ, t)|t=0 = ξ0
n(τ), σn(τ, t)|t=0 = σ0

n(τ), n ∈ Z (8)

где ξ0
n(τ), σ0

n(τ), n ∈ Z спектральные параметры оператора Дирака L(τ) ≡ L(τ, 0).
Следствие 1. Учитывая формулы следов

q2(τ, t) + q′τ (τ, t) =
∞∑

k=−∞

(
λ2

2k−1 + λ2
2k

2
− ξ2

k(τ, t)),

q(τ, t) =
∞∑

k=−∞

(−1)k−1σk(τ, t)hk(ξ(τ, t)) (9)

систему (7) можно переписать в замкнутой форме

∂ξn(τ, t)

∂t
= 2(−1)nσn(τ, t)hn(ξ(τ, t)){a(t)ξn(τ, t)

∞∑
k=−∞

(−1)kσk(x0, t)hk(ξ(x0, t))·

·[
∞∑

k=−∞

(λ2
2k−1 + λ2

2k − 2ξk(τ, t)) + 4ξ2
n(τ, t)] + b(t)ξn(τ, t)

∞∑
k=−∞

(−1)kσk(x1, t)hk(ξ(x1, t))+
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+

∫ ∞
−∞

ξn(τ, t)β(λ, t)s1(π, λ, τ, t)

ξ2
n(τ, t)− λ2

dλ}, n ∈ Z. (10)

Следствие 2. Эта теорема дает метод решение задач (1)-(2). Для этого, сначала найдем
спектральные данные λn, ξ0

n(τ), σ0
n(τ) = ±1, n ∈ Z, оператора Дирака L(τ, 0) соответству-

ющие коэффициенту q0(x + τ). Обозначим спектральные данные оператора L(τ, t), через
λn, ξn(τ, t), σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z. Теперь в систему уравнение (10) и начальным усло-
виям (8) последовательно положим τ = x0 и τ = x1. Решая полученную задачу Коши,
находим ξn(x0, t), σn(x0, t), n ∈ Z и ξn(x1, t), σn(x1, t), n ∈ Z. Затем из формулы следов
(9) определим функции q(x0, t) и q(x1, t). После этого подставляем эти данные в систе-
му уравнение (7), и решая задачу Коши (7), (8) при произвольном значении τ , находим
ξn(τ, t), σn(τ, t), n ∈ Z. Из формулы следов (9) определим q(τ, t). После этого легко найти
решения Флоке ψ±(x, λ, t) уравнения L(0, t)y = λy.
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ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С
ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА В

БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ С ПОТЕНЦИАЛОМ, СИНГУЛЯРНЫМ
НА МНОГООБРАЗИЯХ
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Рассмотрим в n− мерном евклидовом пространстве Rn (n > 3) гладкие многообразия
S1, S2, ..., SM , dimSk ≤ n− 3, каждое из которых однозначно проектируется на некоторую
гиперплоскость. Это означает, что для каждого такого многообразия Sk размерности n−m,
где 3 ≤ m < n, существует аффинное преобразование Rn, приводящее Sk к виду

Sk = {x = (u, v) ∈ Rn : u = ϕk(v)}.
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Здесь u ∈ Rm, v ∈ Rn−m, ϕk ∈ C1(Rn−m −→ Rm), причем равномерно по всем v ∈ Rn−m

имеют место неравенства
∣∣ϕjk/∂vi∣∣ ≤ const, где i = 1, ..., n − m, j = 1, ...,m и ϕk =

(ϕ1
k, ..., ϕ

m
k ).

Пусть

S =
M⋃
k=1

Sk, ρ = ρ(x) = dist(x, S) = inf
y∈S
|x− y|.

Положим

ρj =

√√√√ m∑
k=1

(uk − ϕkj (v)),

где uk и ϕkj− координаты векторов u ∈ Rm и ϕkj ∈ Rm, j = 1, 2, 3, ...,M соответственно.
Рассмотрим в n− мерном евклидовом пространстве Rn возмущения полугармониче-

ского оператора с сингулярным коэффициентом вида

L(x,D) = (−∆)N + q(x), (N > 1) (1)

c областью определения D(L) = W 2N
p (Rn), n > 3, 1 ≤ p < m, где потенциал q(x) ∈

C∞(Rn\S), оператора L(x,D), допускающий особенность вида

|Dαq(x)| ≤ const[ρ(x)]−1−|α|{1 + [ρ(x)]−τ}. (2)

Здесь α− мультииндекс, 0 ≤ |α| =
n∑
i=1

αi ≤ n, 0 ≤ τ < 1.

В дальнейшем оператор L(x,D) обозначим через L.
Рассмотрим дифференциальное уравнение

d2u(t)

dt2
= Lu(t), (3)

где t изменяется на промежутке [0, T ].
Определение 1. Решением уравнения (3) будем называть функцию u(t) со значениями

в D(L), дважды непрерывно дифференцируемую и удовлетворяющую уравнению (3) на
отрезке [0, T ].

Определение 2. Функция u(t) называется ослабленным решением уравнения (3) (0 ≤
t ≤ T ), если:

1) она непрерывна и имеет непрерывную первую производную на отрезке [0, T ] и вто-
рую производную на (0, T );

2) ее значения принадлежат D(L) при 0 < t < T, а функция L
1
2u(t) непрерывна на всем

отрезке 0 ≤ t ≤ T ;
3) u(t) удовлетворяет уравнению (3) в интервале (0, T ).
Определение 3. Функция u(t) называется обобщенным решением уравнения (3) (0 ≤

t ≤ T ), если:
1) она непрерывна на [0, T ], имеет непрерывную вторую производную на (0, T );
2) значения функции u(t) (0 < t < T ) принадлежат D(A);
3) она удовлетворяет уравнению (3) в интервале (0, T ).
Пусть A− замкнутый линейный оператор, действующий в банаховом пространстве и

имеющий плотную в этом пространстве область определения D(A).
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Отметим, что оператор Шрёдингера с сингулярным потенциалом на многообразиях
ранее изучался в работах Ш.А. Алимова [3], Ш.А. Алимова и А.Р. Халмухамедова [4].

В работе получены следующее основные результаты.
Теорема 1. Пусть 1 < p < m/(2 + τ), τ ∈ [0, 1). Тогда существует постоянная C > 0

такая, что выполняется неравенство

‖(L+ lI)−1‖Lp(Rn) ≤
C

1 + l
(l ≥ 0).

Теорема 2. Пусть 1 < p < m/(2 + τ), τ ∈ [0, 1). Тогда всякое обобшенное решение
уравнения (3) имеет вид

u(t) = V (t)z0 + V (t− T )WT , (4)

и наоборот, функция вида (4) является обобщенным решением уравнения (3) при любых
z0,WT ∈ W 2N

p (Rn). Для того чтобы обобщенное решение (4) было ослабленным, необ-
ходимо и достотачно, чтобы z0,WT ∈ D(L

1
2 ). Все обобщенные решения уравнения (3)

являются аналитическими функциями от t при 0 < t < T .
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В области D = {(x, y) : 0 < x < p, 0 < y < q}, где p > 0, q > 0 постоянные числа,
рассмотрим уравнение

L (U) ≡ Uxxx − Uyy + AUxx +BUx + CUy +DU = G (x, y) , (1)

здесь A, B,C,D ∈ R, G (x, y)−заданная достаточно гладкая функция.
Заметим, что заменой

U (x, y) = u (x, y) exp

(
−A

3
x+

C

2
y

)
,
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уравнения (1) преобразуется в следующий вид:

L (u) =
∂3u

∂x3
− ∂2u

∂y2
+ a1ux + a2u = g (x, y) , (2)

где

a1 = −A
2

3
+B ≥ 0, a2 =

2A3

27
+
C2

4
− AB

3
+D ≥ 0, g (x, y) = exp

(
A

3
x− C

2
y

)
G (x, y) .

Задача A. Найти решение уравнения (2) в области D из класса C3,2
x,y (D)

⋂
C2,1
x,y

(
D
)
,

удовлетворяющее следующим краевым условиям:

u (x, 0) = 0, u (x, q) = 0,

u (0, y) = ψ1 (y) , u (p, y) = ψ2 (y) , ux (p, y) = ψ3 (y) ,

где ψj (y) ∈ 3 [0, q] , j = 1, 3 – заданные достаточно гладкие функции и

ψi (0) = ψi (q) = ψ′′i (0) = ψ′′i (q) = 0, g (x, y) ∈ C0,1
x,y (D) ,

g (x, 0) = g (x, l) = 0.

Доказано одназначная разрешимость задачи А при определенных условиях на заданные
функции. Отметим, что при a1 = a2 = 0 аналогичная задача исследована в работах [1, 2].
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Маълумки, замонавий хусусий дифференциал тенгламалар назариясида аралаш тип-
даги тенгламаларни ўрганиш муҳим ўрин эгаллайди. Бунга сабаб газ динамикаси, ма-
тематик биология, лазер нурланиш назарияси, эластиклик назарияси, Қобиқ назари-
яси, бир жинсли бўлмаган муҳитда электромагнит майдоннинг тарқалиши назарияси,
плазма назарияси ва фаннинг бошқа соҳаларида қўлланилиши ҳисобланади. Жумладан,
С.A.Чаплигин "Газ оқими тўғрисида"ги [1] асарида газ оқими товуш тезлигигача бўлган
тезликдан товуш тезлигидан юқори тезликка ўтиш вақтидаги ҳаракати аралаш типли тен-
глама билан ифодаланади. Ушбу типдаги тенгламалар учун фундаментал илмий ишлар



199

ўтган асрнинг 20-30 йилларида Ф.Трикоми [2] ва С.Геллерстедт [3] лар томонидан амал-
га оширилган. Кейинчалик бузилиш чизиғига эга бўлган аралаш типдаги тенгламалар
учун чегаравий масалалар М.Салохитдинов, Т.Джураев ва уларнинг ўқувчилари томони-
дан чуқур ўрганилган. Иккита бузилиш чизиғига эга бўлган аралаш типдаги квазичизиқ-
ли тенгламалар эса кам ўрганилган [4-6]. Аралаш типдаги тенгламалар деб қаралаётган
соҳанинг бир қисмида эллиптик, иккинчи қисмида гиперболик типга тегишли бўлган тен-
гламаларга айтилади, уларни ажратиб турувчи чизиқда (бузилиш чизиқи) эса тенглама
параболик типга тегишли ҷки аниқланмаган бўлиши мумкин. Ушбу мақолада Ω соҳасида
иккита бузилиш чизиғига эга бўлган

‖xy‖m (Uxx + sgnyUyy) + 2qyUx + 2pxUy + c(x, y)U = f(x, y, U), (1)

2‖q‖ < 1, 2‖p‖ < 1,m = const > 0

квазичизиқли тенглама учун қуйидаги чегаравий масала ўрганилган: Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3,
бунда Ω1 соҳаси y > 0 жойлашган бўлиб, учлари O(0, 0) ва (1, 0) нуқталарда бўлган силлиқ
Γ чизиқ ва Ox ўқининг (0 ≤ x ≤ 1) кесмаси, Ω2 соҳаси y < 0 да жойлашган бўлиб,
(0 ≤ x ≤ 1) кесмаси, OD : x+ y = 0(0 ≤ x ≤ 0, 5) ва DA : x− y = 1(0, 5 ≤ x ≤ 1), Ω3 соҳаси
y < 0 да жойлашган бўлиб, OD : x+ y = 0(0 ≤ x ≤ 0, 5) CD : x− y = 1(0 ≤ x ≤ 0, 5) ва Oy
ўқидаги OC(−1 ≤ y ≤ 0) кесмаси билан чегараланган.

Таъриф: (1) тенгламани қаноатлантирувчи U(x, y) ∈ C[Ω]∩C2[Ω1 ∩Ω2 ∩Ω3] функция
тенгламанинг регуляр ечими дейилади.

Чегаравий масала: (1) тенгламани қуйидаги шартларни қаноатлантирувчи регуляр
ечимини топинг:

U
∥∥

Γ
= ϕ(s), 0 ≤ s ≤ L,

L: — Γ эгри чизиқнинг нуқтадан бошлаб ўлчанган узунлиги; U(+0, y) = τ(y), −1 ≤ y ≤ 0;
бирикиш шартлари:

U(x,+0) = αU(x,−0) + γ, 0 ≤ x ≤ 1,

lim
y→+0

y2pUy = β lim
y→−0

(−y)2pUy, 0 < x < 1,

lim
ξ→−0

U(ξ, η) = A(η) lim
ξ→+0

U(ξ, η),

lim
ξ→−0

∂

∂ξ

ξ∫
−η

(ξ − t)−λU(t, η)dt = B(η) lim
ξ→+0

∂

∂ξ

ξ∫
−η

(ξ − t)−λU(t, η)dt

бунда
ξ = x+ y, η = x− y, 0 < η < 1, α, β, λ ∈ R, 0 < λ < 1.

(1) тенгламанинг эллиптик қисмида Дирихле, гиперболик қисмида Коши-Гурса чегаравий
масалалари мос равишда (айрим чегаравий қийматлар берилган деб фараз қилинганган
ҳолда) ечилади. Бирикиш шартларидан фойдаланилиб, ноъмалум функцияларга нисба-
тан сингуляр интеграл тенгламалар системасига келтирилади. Ҳосил бўлган тенгламалар-
га нисбатан Карлеман усули қўлланилиб, Фредгольм интеграл тенгламалар системасига
олиб келинади. Берилган α, β, ϕ(s), τ(y), c(x, y), A(η), B(η), f(x, y, U) функцияларга аниқ
шартлар қўйилиб, чегаравий масала ягона ечимга эга бўлиши исботланган.
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Как известно, учет памяти среды при распространении в ней упругих, акустических и
электромагнитных волн, дает более точное описание процессов, происходящих в этих
средах. Поэтому восстановление неизвестных характеристик для сред с последействием,
несомненно, является актуальной задачей. Для практических приложений более интерес-
ным является случай, когда характеристики среды зависят от двух и более переменных.
Например, для геофизики одним из основных вопросов является количественная оцен-
ка горизонтальных неоднородностей в скоростях сейсмических волн. Накоплены факты,
свидетельствующие о существовании внутри Земли неоднородностей по географичесим
координатам, или горизонтальных неоднородностей. К числу таких фактов относятся си-
стематические отклонения годографов волн от усредненного годографа, асиметрия грави-
тационного и электромагнитного полей. При этом отклонения от годографов, отвечающих
сферически-симметричному распределению скоростей упругих волн, достаточно малы [1].

Данное исследование ставит целью решить две задачи. Первая задача связана с опре-
делением функции (ядра интегрального оператора), описывающей явление памяти среда.
Вторая задача – определение коэффициента-характристики среды с учетом функции па-
мяти. Исследование базируется на работах [2,3].
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Для (x, z, t) ∈ R3, z > 0 рассмотрим прямую задачу определения функции u(x, z, t)
из интегро-дифференциального уравнения:

utt − uxx − uzz − q(x, z)u =

∫ t

0

k(τ)u(x, z, t− τ)dτ, z > 0, (x, t) ∈ R2, (1)

u
∣∣
t<0

= 0,
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=+0

= δ′(x)δ′(t), (2)

где δ′(·) – производная дельта-функции Дирака; q(x, z) – коэффициент, характеризующий
свойства среды, в которой распространяется волновой процесс; k(t) – ядро, описывающее
память среды.

Введем формально параметр малости ε:

u(x, z, t) = u0(x, z, t) + εu1(x, z, t) +O(ε2), (3)

q(x, z) = q0(z) + εxq1(z) +O(ε2), (4)

q0(z) ≡ q0 ≡ const предполагается заданной величиной.
Равенство (4) означает слабую зависимость от горизонтальной переменной x.
Подставляя (3)-(4) в (1)-(2), получим задачи (5)-(6) и (8)-(9):

(u0)tt − (u0)xx − (u0)zz − q0 · u0 =

∫ t

0

k(τ)u0(x, z, t− τ)dτ, z > 0, (x, t) ∈ R, (5)

u0

∣∣
t<0

= 0,
∂u0

∂z

∣∣∣∣
z=0

= δ′(x)δ′(t). (6)

Обратная задача 1: Найти u0(x, z, t) и k(t), входящих в (5)-(6), если относительно
преобразования Фурье Fx[u0](ν, z, t) для некоторого значения параметра ν известно

Fx[u0](ν, z, t)
∣∣
z=0

= −iνδ(t) + f0(ν, t)θ(t), t ∈ R. (7)

Теорема 1. Пусть T > 0 фиксировано и выполнены следующие условия: f0(ν, 0) =

0, (f0)′z(ν, 0) = − q0−ν2

2
, f(ν, t) ∈ C2[0, T ] для некоторого значения параметра ν. Тогда об-

ратная задача (1)-(2), (7) в области GT = {(z, t)| 0 ≤ z ≤ t ≤ T − z} имеет единственное
решение k(t) ∈ C[0, T ].

(u1)tt = (u1)zz + xq1(z)u0(x, z, t) + q0u1(x, z, t)−
∫ t

0

k(τ)u1(x, z, t− τ)dτ, (8)

u1

∣∣
t<0

= 0,
∂u1

∂z

∣∣
z=0

= 0, z > 0, (x, t) ∈ R. (9)

Обратная задача 2: Найти u1(x, z, t) и q1(z), входящих в (8)-(9), если относительно
преобразования Фурье Fx[u1](ν, z, t) для некоторого значения параметра ν известно

Fx[u1](ν, z, t)
∣∣
z=0

= f1(ν, t), t > 0. (10)

Теорема 2. Пусть f1(ν, t1) ∈ C1[0, T ], f1(ν, 0) = 0, функции u0(ν, z, t) и k(t) являются
решением задачи (5)–(7). Тогда в области GT существует единственное решение обратной
задачи (8)–(10) q1(z) ∈ C[0, T/2].
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Задачи (5)-(7), (8)-(9) сводятся к эквивалентным замкнутым системам интегральных
уравнений Вольтерра второго рода. Проведена численная реализация с помощью дискре-
тизации пространства GT , и замены соответствующих интегралов квадратурными форму-
лами. Расчет неизвестых функций проводится по рекуррентным формулам. Устойчивость
проверялась зашумлением данных обратной задачи. Результаты решения этих обратынх
задачи позволяют учитывать последействие среды при анализе ее характеристик.
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ВИДОИЗМЕНЕННАЯ ЗАДАЧА КОШИ-ГУРСА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА ВТОРОГО С СИНГУЛЯРНЫМ

КОЭФФИЦИЕНТОМ

Ахмедов К.Н.
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Начиная с 1953 года после публикации известных работ И.Л. Кароля [1] появился
интерес к изучению краевых задач для уравнений смешанного типа второго рода. Аналоги
задачи Трикоми для уравнения эллитико-гиперболического типа второго рода в области,
часть границы которой является линией вырождения, рассмотрены в работах [2]-[5].

В данной работе получено представление обобщенного решения класса R2

видоизмененная задача Коши-Гурса для уравнения гиперболического типа второго
с сингулярным коэффициентом.

Рассмотрим уравнение

−(−y)muxx + uyy + (β0/y)uy = 0, (1)

в конечной односвязной области Ω комплексной полуплоскости z = x + iy , Im z < 0,
ограниченной характеристиками

AC : x− 2

m+ 2
(−y)

m+2
2 = −1, BC : x+

2

m+ 2
(−y)

m+2
2 = 1,

уравнения (1) и отрезком AB оси y = 0, здесь C
[
0,−((m+ 2)/2)2/(m+2)

]
,

A = A(−1, 0) , B = B(1, 0), а постоянные m и β0 удовлетворяют условия

−1 < m < 0 , −1 −m 6 β0 < −m/2. (2)

Определение 1. Регулярным решением уравнения (1) в области Ω называется
функция u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω), удовлетворяющие уравнению (1) в области Ω.



203

Видоизмененная задача Коши-Гурса. Найти регулярное решение уравнения (1) в
области Ω, удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = τ(x), (x, 0) ∈ AB, (3)

u(x, y)|AC = ϕ(x), 0 6 x 6 1
2
, (4)

где τ(x), ϕ(x) - заданные функции, причем τ(0) = ϕ(0),

τ(x) ∈ C(AB) ∩ C2(AB), (5)

ϕ(x) ∈ C1(AB) ∩ C3(AB). (6)

Переходим исследование видоизмененной задачи Коши-Гурса. При
исследовании задачи Коши-Гурса важную роль играет решение видоизмененная
задача Коши[6] с начальными данными

u (x, 0) = τ (x) , (x, 0) ∈ AB, lim
y→−0

∂u (x, y)

∂y
= ν (x) , (x, 0) ∈ AB. (7)

Определение 2. Обобщенное решение видоизмененной задачи Коши[6] с начальными
данными (7) принадлежит классу R2 , если ν(x) непрерывна в (−1, 1) и интегрируема
в [−1, 1], a τ(x) есть интеграл дробного порядка −(2β − 1) от некоторой функции T (x),
непрерывной на (−1, 1) и интегрируемой на [−1, 1], т.е.

τ(x) =

x∫
−1

(x− t)−2β T (t)dt, (8)

где τ(x) обращается в нуль порядка не меньше −2β при x → −1, 2β = m+2β0

m+2
, причем

−1 < 2β < 0.
Обобщенное решение задачи Коши с данными (7) для уравнения (1) из класса R2 в

области Ω дается формулой [4]:

u (ξ, η) =

ξ∫
0

(η − t)−β (ξ − t)−β T (t) dt+

η∫
ξ

(η − t)−β (t− ξ)−β N (t) dt, (9)

где

ξ = x− 2

m+ 2
(−y)

m+2
2 , η = x+

2

m+ 2
(−y)

m+2
2 , γ2 = [2(1− 2β)]2β−1 Γ(2− 2β)

Γ2(1− β)
, (10)

N (t) = T (t)/2 cosπβ − γ2ν (t) . (11)

Подставляя (9) в (4) находим ν(x), и подставляя в (9) находим в явном виде решение
видоизмененной задачи Коши-Гурса, которой принадлежит классу R2.

Таким образом, из самого способа получения формулы (9) и ее вида следует, что реше-
ние видоизмененной задачи Коши-Гурса (1), (3), (4) существует, единственно и непрерывно
зависит от начальных данных.
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В работе рассматриваются системы дифференциальных уравнений

dy

dt
= A(t)y, t ∈ R, (1)

где A(t) — непрерывная T -периодическая матрица, и системы разностных уравнений

xn+1 = B(n)xn, n ∈ Z, (2)

где матричная последовательность {B(n)} — N -периодическая. В наших работах [1, 2] для
систем (1), (2) установлены новые критерии экспоненциальной дихотомии.

Для системы (1) критерий экспоненциальной дихотомии формулируется в терминах
разрешимости относительно эрмитовой матрицы H(t) и матрицы P следующей краевой
задачи для дифференциального уравнения Ляпунова

d

dt
H +HA(t) + A∗(t)H = −

(
Y −1(t)

)∗
P ∗Q(t)PY −1(t)

+(Y −1(t))∗(I − P )∗Q(t)(I − P )Y −1(t), 0 < t < T,

H(0) = H(T ) > 0,

H(0) = P ∗H(0)P + (I − P )∗H(0)(I − P ),

P 2 = P, PY (T ) = Y (T )P,
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где Y (t) — матрицант (1), Q(t) = Q∗(t) > 0.
Для системы (2) критерий экспоненциальной дихотомии формулируется в терминах

разрешимости относительно эрмитовых матриц V (0), . . . , V (N) и матрицы P следующей
краевой задачи для дифференциального уравнения Ляпунова

V (l)−B∗(l)V (l + 1)B(l) =
(
U∗l

)−1

P ∗C(l)PU−1
l

−
(
U∗l

)−1

(I − P )∗C(l)(I − P )U−1
l , l = 0, 1, . . . , N − 1,

V (0) = V (N) > 0,

V (0) = P ∗V (0)P + (I − P )∗V (0)(I − P ),

P 2 = P, PUN = UNP.

где {Un} — матрицант (2), C(l) = C∗(l) > 0.
Отметим, что эти критерии являются аналогами соответствующих утверждений о за-

даче дихотомии для систем уравнений с постоянными коэффициентами (см., например,
[3–5]).

Используя эти критерии экспоненциальной дихотомии, мы получаем оценки парамет-
ров дихотомии, доказываем аналоги теорем о возмущении [5, 6] для экспоненциальной
дихотомии, устанавливаем условия существования периодических решений нелинейных
систем дифференциальных и разностных уравнений, а также их устойчивость.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 19-01-00754).
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Как известно, в работе А.В.Бицадзе показано, что задача Дирихле для уравнения сме-
шанного типа некорректна [1]. Естественно возникает вопрос: нельзя ли заменить условия
задачи Дирихле другими условиями, охватывающими всю границу, которые обеспечива-
ют корректность задачи? Впервые такие краевые задачи (нелокальные краевые задачи)
для уравнения смешанного типа были предложены и изучены в работе Ф.И.Франкля при
решении газодинамической задачи об обтекании профилей потоком дозвуковой скорости
со сверхзвуковой зоной, оканчивающейся прямым скачком уплотнения [2]. Как близкие
по постановке к изучаемым, задачи для уравнения смешанного типа первого рода иссле-
дована в ограниченных областях в работах [3]-[7].
В данной работе с использованием результатов работ [6],[7] изучаются однозначная разре-
шимость обобшенного решения одной нелокальной краевой задачи для трехмерного урав-
нения Трикоми в призматической неограниченной области.
В области

Q = (−α, β)× (0, T )× R =

= Q 1 × R = {(x, t, z);x ∈ (−α, β), 0 < t < T < +∞, z ∈ R},
рассмотрим уравнение Трикоми:

Lu = xutt −∆u+ a (x, t)ut + c (x, t)u = f (x, t, z), (1)

где ∆u = uxx+uzz- оператор Лапласа . Пусть все коэффициенты уравнения (1) достаточно
гладкие функции в области Q.
Нелокальная краевая задача. Найти обобщенное решение u(x, t, z) уравнения (1) из
пространства W 2,3

2 (Q), удовлетворяющее следующим краевым условиям

γDp
t u|t=0 = Dp

t u|t=T , (2)

ηDp
x u|x=−1 = Dp

x u|x=1 , (3)

при p = 0, 1, где D p
tu = ∂ pu

∂ t p
, D 0

t u = u, γ, η−некоторые постоянные числа, отличные от
нуля, величины которого будет уточнены ниже.
Определение.Обобщенным решением задачи (1)-(3) будем называть функцию u(x, t, z) ∈
W 2,3

2 (Q), удовлетворяющее почти всюду уравнению (1) с условиями (2)-(3) .
Теорема.Пусть выполнены следующее условия для коэффициентов уравнения (1);
2a(x, t) + µK(x) > δ1 > 0, µ c(x, t) − ct(x, t) > δ2 > 0 , для всех (x, t) ∈ Q1, где
µ = 2

T
ln |γ| > 0 при | γ | > 1, |η| ≥ 1, a(x, 0) = a(x, T ), c(x, 0) = c(x, T ). Тогда для

любой функции f ∈ W 1,3
2 (Q), такой, что γ · f(x, 0, z) = f(x, T, z), существует единствен-

ное обобщенное решение задачи (1)-(3) из пространства W 2,3
2 (Q), и для нее справедливы

следующие оценки:
I). ‖u‖2

W 1,3
2 (Q) ≤ c1 ‖f‖2

W 0,3
2 (Q)

II). ‖u‖2
W 2,3

2 (Q) ≤ c2 ‖f‖2
W 1,3

2 (Q)

где ci− положительные вообще говоря, разные постоянные числа, отличные от нуля.
Здесь через W l,s

2 (Q), обозначено гильбертово пространство с нормой

‖u‖2

W l,s
2 (Q)

= (2π)−1/2 ·
+∞∫
−∞

(1 + |λ|2)s · ‖û(x, t, λ)‖2
W l

2(Q1) dλ,
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где W l
2(Q1) пространства Соболева, где s, l− любые конечные положительные целые

числа, а норма в пространстве Соболева W l
2(Q1), определяется следующим образом

‖ϑ‖2
W l

2(Q1) =
∑
|α|≤l

∫
Q1

|Dαϑ|2 dxdt,

α− это мультииндекс, Dα−есть обобщeнная производная по переменними x и t,а через

û(x, t, λ) = (2π)−1/2

+∞∫
−∞

u(x, t, z) e−iλzdz

обозначено преобразование Фурье функции u(x, t, z).
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В природе совершенно эластичного материала не существует, на самом деле неэла-
стичность всегда присутствует. Следовательно, для широкого класса материалов недоста-
точно использовать упругую модель, чтобы исследовать их механическое поведение. Для
онисания основополагающих уравнений вяазкоупругих материалов используются интегро-
дифференциальные уравнение. В этой заметке показывается эквивалентность одного та-
кого уравнения дробному уравнению диффузии.

Теорема. Интегро-дифференциальное уравнение диффузии

Ut −∆U +

t∫
0

K(t− τ)∆U(x, τ)dτ = 0, x ∈ Rn, t > 0, (1)

c ядром K(t) = t−αE(1−α),(1−α)(−t1−α), α ∈ (0, 1), эквивалентно дробному уравнению
диффузии

Ut +c
0 D

α
t U −∆U(x, t) = 0, (2)

где ∆ — оператор Лапласа по переменным x = (x1, . . . , xn), Eα,β(z) — двухпараметрическая

функция Миттаг-Леффлера [1], определяемая рядом α,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk+β)
α > 0, β > 0, Γ(·)

— гамма функция Эйлера, a в (2) c
0D

α
t U — дробная производная Капуто по времени [1]:

c
0D

α
t U =

1

Γ(1− α)

t∫
0

Uτ (x, τ)

(t− τ)α
dτ.

Теорема может быть доказана с использованием следующей леммы [2]:
Лемма. Если для любого T > 0 имеет место включение {K(t), r(t)} ∈ L1[0, T ] и функ-

ции K(t), r(t) удовлетворяют интегральному уравнению.

r(t) = (t) +

t∫
0

K(t− τ)r(τ)dτ, t ∈ [0, T ],

то решение интерального уравнения

ϕ(t) =

t∫
0

K(t− τ)ϕ(τ)dτ + f(t), f(t) ∈ L1[0, T ]

выражается по формуле

ϕ(t) =

t∫
0

r(t− τ)f(τ)dτ + f(t).

Дифференциальное уравнения с дробным производным (2) описывает аномально диф-
фузионный перенос растворенного вещества в гетерогенных пористых средах [3]. Также
существуют другие интегро-дифференциальные уравнения, описывающие волновые про-
цессы в естеетвиных науках близкие уравнению (1), с ядром, содержащим двупарамет-
рическую функцию Митаг-Леффлера с действительным аргументом (см. [4]), которые
эквивалентны дифференциальным уравнениям с дробными производными более общего
вида чем (2),
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Пусть x = (x1, x2) ∈ R2. Обозначим через σij проекцию на ось xi напряжения действу-
ющего на площадку с нормалью, параллелной оси xj, а ui — проекция на ось xi вектора
смещения частицы. Согласно закону Гука для вязкоупругих сред напряжения с деформа-
циями связаны формулами [1]:

σij(x, t) = µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+ δijλdivu+

+

t∫
0

Kij(t− τ)

[
µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+ δijλdivu

]
(x, t− τ) dτ, (1)

здесь µ = µ(x2), λ = λ(x2) — коэффициенты Ламе, δij — символ Кронекера, Kij(t) —
функции отвечающие за вязкость среды и Kij = Kji, i, j = 1, 2.

Уравнения движения частиц плоского тела при отсутствии внешних сил имеют вид

ρ
∂2ui
∂t2

=
2∑
j=1

∂σij
∂xj

, i = 1, 2, (2)

где ρ = ρ(x2) — плотность среды, u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)) — вектор смещений.
С учётом этого, система уравнений (1) и (2) относительно скорости ui и напряжения σij

может быть написана в виде системы пяти интегро-дифференциальных уравнений первого
порядка. Для удобства обозначая x1 = x, x2 = y, имеем

I
∂ϑ

∂t
+ Λ

∂ϑ

∂y
+B1

∂ϑ

∂x
+D1ϑ =

∫ t

0

R1(t− τ, y)ϑ(x, τ)dτ, (3)

где Λ = diag(νs,−νs, νp,−νp, 0), I — единичная матрица размерности 5.

B1(y) = (bij(y))5×5 , D1(y) = (cij(y))5×5 , R1(y, t) = (r̃ij(y, t))5×5 , i, j = 1, 5
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bij = 0 i, j = 1, 2, bij = 0 i, j = 3, 5, b15 = b25 = − 1
2ρ
, b13 = b24 = −

√
µ

2ρ
√
λ+2µ

− λ
2ρ(λ+2µ)

,

b1,4 = b23 =
√
µ

2ρ
√
λ+2µ

− λ
2ρ(λ+2µ)

, b31 = b42 = −λ
2
−
√
µ(λ+2µ)

2
, b41 = b32 = −λ

2
+

√
µ(λ+2µ)

2
,

b51 = b52 = −4µ(λ+µ)
λ+2µ

, cij = cij(y), i, j = 1, 5; c11 = −c12 = 1
2ρ

∂
∂y

(√
µρ
)
− r33(0)

2
, c21 = −c22 =

1
2ρ

∂
∂y

(√
µρ
)
+ r33(0)

2
, c33 = c43 = λ+2µ

2
∂
∂y

(
1√

ρ(λ+2µ)

)
− r22(0)

2
, c34 = c44 = λ+2µ

2
∂
∂y

(
1√

ρ(λ+2µ)

)
−

r22(0)
2
, c53 = c54 = λ

λ+2µ
(r22(0)− r11(0)) , c55 = −r11(0), clp = cpl = 0, l = 1, 2, p = 3, 4, 5;

c35 = c45 = 0, r̃ij = r̃ij(y, t), i, j = 1, 5 r̃lp = r̃pl = 0, l = 1, 2, p = 3, 4, 5, r̃35 = r̃45 = 0, r̃11 =

−r̃12 = −r̃21 = r̃22 = − r′12(t)

2
, r̃ij = − r′22(t)

2
, i, j = 3, 4, r̃53 = r̃54 = λ

λ+2µ
(r′22(t)− r′11(t)) ,

r̃55 = −r′11(t).
Расcмотрим систему уравнений (3) в области

D = {(x, y, t) : x ∈ R, 0 < y < H, t > 0}, H = const.

Для этой системы прямую задачу поставим следующим образом:

ϑi
∣∣
t=0

= ϕi(x, y), i = 1, 5, (4)

ϑi
∣∣
y=0

= ψi(x, t), i = 1, 3, ϑi
∣∣
y=H

= ψi(x, t), i = 2, 4. (5)

Известно, что задача (3)—(5) поставлена корректна [см.2]. Предположим, что функции
ϕi(x, y), ψi(x, y) финитны по x при каждом фиксированном y, t и обладают гладкостью
до некоторой степени.

Из существования для системы (3) конечной области зависимости и финитности по x
данных (4) и (5) следует финитность по x решений vi задачи (3)—(5). Тогда к равенством
(3)—(5) можно применить преобразование Фурье по x. Обозначим Vi(y, t) := ϑ̃i(ξ, y, t)

∣∣
ξ=0

,

где ϑ̃j(ξ, y, t) =
∫
R
eiξxϑj(x, y, t)dx, j = 1, 4 — преобразования Фурье функций ϑi, ξ — пара-

метр преобразования. Прямые вычисления показывают, что V (y, t) = (Vi, i = 1, 5) удовле-
творяет уравнению

I
∂V

∂t
+ Λ

∂V

∂y
+D1V =

∫ t

0

R1(y, t)V (y, t− τ)dτ, (6)

а условиям (4), (5) соответствуют условия

Vi
∣∣
t=0

= ϕ̃i(y), i = 1, 5, (7)

Vi
∣∣
y=0

= ψ̃i(t), i = 1, 3, Vi
∣∣
y=H

= ψ̃i(t), i = 2, 4, (8)

где ϕ̃i(y), i = 1, 5, ψ̃i(t), i = 1, 4 — образы Фурье соответствующих функций из (7), (8)
при ξ = 0. Обозначим ещë через DH проекцию D на плоскость y, t.

Справедливо следующее утверждение:
Теорема. Пусть ρ(y), µ(y), λ(y) ∈ C1[0,∞), ϕ̃(y) ∈ C[0,∞), ψ̃(t) ∈ C [0,∞) , ρ(y) >

0, λ(y) > 0, µ(y) > 0, r′ij(t) ∈ C1 [0,∞) , i, j = 1, 2, и выполнены условия ϕ̃i(0) = ψ̃i(0), i =

1, 3, ϕ̃i(0) = ψ̃i(H), i = 2, 4. Тогда в области DH существует единственное классическое
решение задачи (6)—(8).

Задача (6) - (8) в области DH эквивалентна линейному интегральному уравнению вто-
рого вида типа Вольтерра относительно Vi. Как следует из теории линейных интегралных
уравнений, такая система имеет единственное решение.
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Рассмотрим следующее трехмерное диффузионное уравнение дробного порядка:(
CDαt u

)
(x, t)−∆xu+ q(x′, t)u(x, t) = f(x, t), (1)

x = (x1, x2, x3) = (x′, x3), (x, t) ∈ R3 × {t > 0}

при условии

u

∣∣∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ R3, (2)

где ∆x-оператор Лапласа по переменным x = (x1, x2, x3), а CDαt , 0 < α < 1, - регуляризо-
ванная дробная производная по t (производная Герасимова-Капуто), т.е.

(
CDαt u

)
(x, t) =

1

Γ(1− α)

t∫
0

uτ (x, τ)dτ

(t− τ)α
,

а f(x, t), ϕ(x)-заданные гладкие функции.
Обратная задача. Требуется определить функцию q(x′, t), x′ ∈ R2, t > 0 в (1), если

решение задачи Коши (1), (2) удовлетворяет условию

u

∣∣∣∣
x3=0

= g(x′, t), x′ ∈ R2, t > 0, (3)

где g(x′, t)-заданная функция.
Теорема 1. Если f(x, t) ∈ C

(
Hα+2(R3), [0, T ]

)
, ϕ(x) ∈ Hα+2(R3), g(x′, t) ∈

C(Hα(R2), [0, T ]), ‖g(x′, t)‖α ≥ g0 > 0, g(x′, 0, 0) = ϕ(x′, 0, 0), то существует такое
число T ∗ ∈ (0, T ], что обратная задача (1)–(3) имеет единственное решение q(x′, t) ∈
C
(
Hα(R2), [0, T ∗]

)
.

Через C
(
H l(Rn), [0, T ]

)
обозначим класс непрерывных на отрезке [0, T ] по переменной

t функций со значениями в H l(Rn), где H l-пространство Гельдера с показателем l, где
T > 0 - произвольное фиксированное число. Норма в этом пространстве определяется
следующим образом [1, с. 16–27]:

|ϕ| = sup
x∈Rn
|ϕ(x, t)|+ sup

|x1−x2|≤ρ0,x1,x2∈Rn

|ϕ(x1, t)− ϕ(x2, t)|
|x1 − x2|l
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При фиксированном t норма функции φ(x, t) в H l(Rn) обозначим через |φ|l(t). Такое обо-
значение используем для функций зависящих только от переменной x. Норма функции
φ(x, t) в C

(
H l(Rn), [0, T ]

)
определяется равенством

‖φ‖l := max
t∈[0,T ]

∣∣|φ|l(t)∣∣ .
Пусть T - произвольное положительное фиксированное число. Рассмотрим множество

Ω(γ0), (γ0 > 0 некоторое фиксированное число) заданных функций (f, ϕ, g), для которых
выполнены все условия теоремы 1 и max

{
‖f‖α+2, |ϕ|α+2, ‖g‖α

}
≤ γ0. Через Q(γ1) обозна-

чим класс функций q(x′, t) ∈ C
(
Hα(R2), [0, T ]

)
, удовлетворяющих неравенству ‖q‖α ≤ γ1 с

некоторым фиксированным положительным числом γ0.
Теорема 2. Пусть (f, ϕ, g) ∈ Ω(γ0), (f̃ , ϕ̃, g̃) ∈ Ω(γ0) и (q, q̃) ∈ Q(γ1). Тогда для реше-

ния обратной задачи справедлива следующая оценка устойчивости:

‖q − q̃‖α ≤ c
(
‖f − f̃‖α+2 + ‖ϕ− ϕ̃‖+ ‖g − g̃‖α

)
, (4)

где постоянная c зависит только от T , α, γ0, γ1.
Из теоремы 2 легко следует следующая теорема единственности для любого T > 0:
Теорема 3. Пусть функции q(x′, t), f(x, t), ϕ(x), g(x′, t) и q̃(x′, t), f̃(x, t), ϕ̃(x), g̃(x′, t)

имеют тот же смысл, что и в теореме 2. Причем если f = f̃ , ϕ = ϕ̃, g = g̃ для
(x, t) ∈ ΦT , то q(x′, t) = q̃(x′, t), x′ ∈ R2, t > 0.
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Краевые задачи для вырождающегося нагруженного уравнения смешанного типа вто-
рого порядка исследовались сравнительно мало. Отметим работы А.М.Нахушева [1],
В.М.Казиева [2], Б.Исломова и Ф.Джураева [3]. Это связано, прежде всего, с отсутстви-
ем представления общего решения для таких уравнений; с другой стороны, такие задачи
сводятся к малоизученным интегральным уравнениям.

Пусть Ω− конечная односвязная область в плоскости переменных x, y , ограниченная
кривыми:

Sj : |x| = 1, 0 < y < 1, S3 : 0 < x < 1, y = 1, S4 : −1 < x < 0, y = 1,
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Γj : |x| − 2

2−m
(−y)

2−m
2 = 0, Γj+2 : |x|+ 2

2−m
(−y)

2−m
2 = 1, y ≤ 0,

здесь и далее x ≥ 0, при j = 1, x ≤ 0, при j = 2, причем m < 0.

Введем обозначения Ω+
1 = Ω ∩ {(x, y) : x > 0, y > 0},

Ω+
2 = Ω ∩ {(x, y) : x < 0, y > 0}, Ω−1 = Ω ∩ {(x, y) : x > 0, y < 0},

Ω−2 = Ω ∩ {(x, y) : x < 0, y < 0}, I1 = {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0},

I2 = {(x, y) : −1 < x < 0, y = 0}, I3 = {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1},

Ωj = Ω+
j ∪ Ω−j ∪ Jj, Ω3 = Ω+

1 ∪ Ω−2 ∪ J3, Aj((−1)j+1, 0) = Īj ∩ S̄j,

Cj

[
(−1)j+1 1

2
; −

(
(−1)j+1 2−m

4

)2/(2−m)
]

= Γ̄j ∩ Γ̄j+2, (j = 1, 2),

O(0, 0) = Ī1 ∩ Ī2, B1(1, 1) = S̄1 ∩ S̄3, B2(−1, 1) = S̄2 ∩ S̄4, B0(0, 1) = S̄3 ∩ S̄4.

В области Ω рассмотрим уравнение

0 =

{
uxx − |x|puy − ρju (x, 0) , (x, y) ∈ Ω+

j ,

uxx − (−y)muyy + µju (x, 0) , (x, y) ∈ Ω−j ,
(1)

где m, p, ρj, µj (j = 1, 2)−любые действительные числа, причем

m < 0, p > 0, ρj > 0, µj > 0, (j = 1, 2).

В области Ω для уравнения (1) исследуется следующая задача.
Задача ТG. Найти функцию u(x, y), обладающую следующими свойствами:
1) u(x, y) ∈ C

(
Ω̄
)
∩ C 1 (Ω) ∩ C2,1

x,y

(
Ω+

1 ∪ Ω+
2

)
∩ C2

(
Ω−1 ∪ Ω−2

)
;

2) u(x, y) является регулярным решением уравнения (1) в областях Ω+
j и Ω−j (j = 1, 2);

3) u (x, y) удовлетворяет краевым условиям

u|Sj = ϕj(y), 0 ≤ y ≤ 1,

u|Γ1
= g1(x), 0 ≤ x ≤ 1

2
, u|Γ4

= g2(x), −1 ≤ x ≤ −1

2
,

4) на линии вырождения Ii (i = 1, 3) выполняется условия склеивания

lim
y→+0

uy(x, y) = lim
y→−0

uy(x, y), (x, 0) ∈ Ij, (j = 1, 2),

lim
x→+0

ux(x, y) = lim
x→−0

ux(x, y), (0, y) ∈ I3;

где ϕ1(y), ϕ2(y), g1 (x) , g2 (x) , − заданные функции, причем g2(−1) = ϕ2(0),

ϕj(y) ∈ C [0, 1] ∩ C1 (0, 1) , (j = 1, 2), (2)

g1(x) ∈ C 1

[
0,

1

2

]
∩ C 3

(
0,

1

2

)
, g2(x) ∈ C 1

[
−1, −1

2

]
∩ C 3

(
−1, −1

2

)
(3)
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Если выполнены условия 1) и 2) задачи ТG, то любое регулярное решение уравнения
(1) можно представить в виде [3]:

u (x, y) = υ (x, y) + ω (x) .

где

υ (x, y) =

{
υj (x, y) , (x, y) ∈ Ω+

j ,

wj (x, y) (x, y) ∈ Ω−j ,
(4)

ω (x) =

{
ω+
j (x), (x, 0) ∈ Īj,
ω−j (x), (x, 0) ∈ Īj,

здесь υj (x, y) и wj (x, y) , (j = 1, 2) регулярные решения уравнения

Lυj ≡ υj xx − |x|pυjy = 0, (x, y) ∈ Ω+
j ,

Lwj ≡ wj xx − (−y)mwj yy = 0, (x, y) ∈ Ω−j (j = 1, 2) ,

а ω+
j (x) и ω−j (x) (j = 1, 2) произвольные дважды непрерывно дифференцируемые решения

уравнения
ω+
j
′′

(x)− ρjω+
j (x) = ρjυj (x, 0) , (x, 0) ∈ Ij,

и

ω−j
′′

(x) + µjω
−
j (x) = −µjwj (x, 0) , (x, 0) ∈ Ij,

соответственно.
Лемма. Если ϕ1(y) ≡ ϕ2(y) ≡ 0, ∀y ∈ [0, 1], g1(x) ≡ 0, ∀x ∈

[
0, 1

2

]
, и g2(x) ≡ 0, ∀x ∈[

−1,−1
2

]
, то

τj(x) ≡ 0, ∀x ∈ Īj (j = 1, 2),

здесь τj(x) ≡ υj(x, 0) = wj(x, 0) .
Теорема. Если выполнены условия леммы и (2)-(4), то в области Ω решение задачи

ТG для уравнения (1) существует и единственно.
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Настоящая работа посвящена задаче, которая может быть сформулирована следующим
образом:

Постановка задачи. Дана бесконечная область D двухмерного пространство и бигар-
моническая в D функция u(P ), непрерывная вплоть до границы со своими производными
до третьего порядка. Требуется показать, что если функция и ее нормальная производная
ограничены на границе D и u(P ) неограниченна внутри, то при P −→∞ она должна рас-
ти внутри D со скоростью, не меньшей некоторой предельной,и оценить эту предельную
скорость роста.

Для гармонических функций это задача была предметом исследования М.А.Евгра-
фова, И.А.Чегиса, И.С.Аршоном, А.Ф.Леоньтевым, Ш.Ярмухамедовым , З.Р.Ашуро-вой,
Н.Жураевой и др. Ш.Ярмухамедов занимался исследованием классической интеграль-
ной формулы Грина для гармонических функций в неограниченной пространственных
областях. Задача заключалась в получении формулы Грина для растущих гармонических
функций. Здесь вместо классического фундаментального решения уравнения Лапласа на-
до было построить новое фундаментальное решение, которое достаточно хорошо убывает
на бесконечности. Ш.Ярмухамедовым было построено требуемое фундаментальное реше-
ние в явном виде, которое выражается через целой функции комплексного переменного.
Им получена интегральная формула Грина в неограниченной области в классе растущих
гармонических функций. В этом направлении им было установлено теорема типа Фраг-
мена - Линделефа для гармонических функций.

В данной работе строится функция Карлемана для полигармонических функций вто-
рого порядка (т.е. для бигармонических функций) определенных в области D ⊂ R2,
D = {y : y = (y1, y2), y2 > 0} и с ее помощи доказывается теоремы типа Фрагмена-
Линделефа.

Функцию ϕσ(y, x) при σ ≥ 0 определим следующими равенствами:

ϕσ(y, x) =
1

c2K(x2)

∞∫
0

Im
K(i
√
u2 + s+ y2)

i
√
u2 + s+ y2 − x2

udu√
u2 + s

, (1)

где K(ω) = exp(−σ(ω+1)ρ1 )
(ω+x2)2 . Здесь s > 0, c2 = 2−1πω2, ω2 площадь единичного круга в R2.

Положим Φσ(y, x) = c0r
2ϕσ(y, x), (2) при этом x = (x1, x2), y = (y1, y2), ω = i

√
u2 + s +

y2, s = α2 = (y1 − x1)2, r = |y − x|, r2
1 = s + (y2 + x2)2, 0 < ρ1 < 1, σ > 0, y2 > 0, c0 ∈ R.

Здесь берется регулярная ветвь аналитической функции wρ в плоскости с разрезом вдоль
вещественной отрицательной полуоси. Имеет места следующие утверждения:

Лемма 1. Функция ϕσ(y, x), определенная формулой (1), имеет вид

ϕσ(y, x) = c0

∞∫
0

((y2 − x2)((y2 + x2)2 − (u2 + s))− 2(y2 + x2)(u2 + s)) sinλ

(u2 + r2)(u2 + r2
1)2exp(σA1)

udu√
u2 + s

+

+c0

∞∫
0

(((y2 + x2)2 − (u2 + s)) + 2(y2 − x2)(y2 + x2)) cosλ

(u2 + r2)(u2 + r2
1)2exp(σA1)

udu
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и при α > 0 - является гармонической функцией, где c0 =
8πx2

2

exp(σ(x2+1)ρ1 ))
, A1 = ((y2 + 1)2 +

u2 + s)
ρ1
2 cos(ρ1 arctg

√
u2+s

(y2+1)
), λ = σ((y2 + 1)2 + u2 + s)

ρ1
2 sin(ρ1 arctg

√
u2+s

(y2+1)
). Для удобства

записи в дальнейшим обозначим через c0 все постоянные числа.

Теорема 1. Функция Φσ(y, x), определенная формулой (2), имеет вид

Φσ(y, x) = c0(r2 ln
1

r
+ r2Gσ(y, x)),

где функция Gσ(y, x) гармоническая функция в R2 \ {x} по переменному y.

Лемма 2. Функция Φσ(y, x), определенная формулой (2) является бигармонической
функцией.

Лемма 3. Для функции Φσ(y, x) определяемой равенством (2) справедливы оценки

|Φσ(y, x)| ≤ (
1

rr1

+
1

r2
1

)
c0r

2

exp(σA)
,

|∂Φσ(y, x)

∂n
| ≤ (1 +

α

r
+
α

r2
1

+
1

r1

+
r

r1

+
1

r2
1

+
r

r2
1

)
c0

exp(σA)
,

где A = c0((y2 + 1)2 + s)
ρ1
2 .

Лемма 4. Пусть n-внешняя нормаль к границе ∂D. Тогда, справедливы неравенства:

|∆Φσ(y, x)| ≤ (
1

r
+

1

r1

+
1

r2
1

+
1

r3
1

)
c0

exp(σA)
,

|∂∆Φσ(y, x)

∂n
| ≤ (1 +

1

r1

+
1

r2
1

+
1

r3
1

+
1

r4
1

+
1

r
+

1

rr2
1

+
1

rr3
1

+
1

rr4
1

)
c0

exp(σA)
.

Теорема 2. Функция Φσ(y, x),зависящая от параметра σ > 0, определенная формулой
(2), при y 6= x является функцией Карлемана для точки x ∈ D и ∂D∫

∂D

(|Φσ(y, x)|+ |∂Φσ(y, x)

∂n
|+ |∆Φσ(y, x)|+ |∂∆Φσ(y, x)

∂n
|)|ds| ≤ C(x)

exp(σA)
,

где C(x)-многочлен зависящее только от x, n-внешняя нормаль к границе ∂D.
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Рассмотрим уравнение

signy|y|muxx + uyy − λ2|y|mu = 0, (1)

в неограниченной смешанной области Ω = Ω1 ∪ AB ∪ Ω2, где Ω1 = {(x, y) : y > 0,−∞ <
x < +∞}, а Ω2 - область полуплоскости y < 0 ограниченная отрезком AB = {(x, y) : y =
0, 0 6 x 6 1} и характеристиками

AC : x− [2/(m+ 2)](−y)(m+2)/2 = 0, BC : x+ [2/(m+ 2)](−y)(m+2)/2 = 1

уравнения (1), выходящими из точек A(0, 0) и B(1, 0). Здесь предполагается m,λ - задан-
ные действительные числа, причем λ = λ1 при y > 0 , λ = λ2 при y < 0, m = const > 0.
Кроме того, Mj(j = 1, 4) - положительные постоянные, а ε - достаточно малое положи-
тельное число, β = m/(2m+ 4), r0 =

√
x2 + [2/(m+ 2)]2ym+2

l1 = {(x, y) : −∞ < x < 0, y = 0}, l2 = {(x, y) : 1 < x < +∞, y = 0}

θ0(x) =
(x

2
,−
[m+ 2

2
,
x

2

] 2
m+2
)
, θ1(x) =

(1 + x

2
,−
[m+ 2

2
,
1− x

2

] 2
m+2
)
.

Очевидно, что θ0(x) и θ1(x) есть точки пересечения характеристик уравнения (1) ,
выходящих из точки (x, 0) ∈ AB , с характеристиками AC и BC соответственно.

Задача TN∞. Найти функцию u(x, y) со следующим и свойствами:
1) u(x, y) ∈ C(Ω ∪ l1 ∪ l2 ∪AC ∪BC) ∩C1(Ω) ∩C2(Ω1 ∪Ω2) причем uy(x, y) непрерывна

вплоть до l1 ∪ l2 и в окрестности точек A(0, 0) и B(1, 0) , функции ymux(x, y), uy(x, y) ,
могут иметь особенности порядка меньше чем 1− 2β;

2) удовлетворяет уравнению (1) в областях Ω1 и Ω2 ;
3) при достаточно больших r0 удовлетворяет условиям

|u(x, y)| < M1

rε0
, |ymux(x, y)| < M2

r0

, |uy(x, y)| < M3

r0

uy(x, 0) = ϕi(x),∀x ∈ li, i = 1, 2

a(x)A1,λ2

0x {Dα
0x[δ(x)u(θ0(x))]}+ b(x)A1,λ2

1x {D
γ
x1[ω(x)u(θ1(x))]}+

+c(x)uy(x, 0) + g(x)u(x, 0) = d(x),∀x ∈ AB

где ϕi(x), a(x), b(x), c(x), g(x), d(x) - заданные функции, причем a2(x) + b2(x) + c2(x) +
g2(x) 6= 0, a(x), b(x), c(x), g(x), d(x) ∈ C1(AB), ϕi(x) ∈ C(li) и при x −→ 0, x −→ 1 могут
обращаться в бесконечность порядка меньше чем 1 − 2β, а для достаточно больших |x|
удовлетворяют неравенствам

|ϕj(x)| ≤M4|x|−1−δ, δ > 0,
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а Da
sx[f(x)] - оператор дробного в смысле Римана-Лиувилля интегро-дифференцирования

и A1,λ
sx [f(x)] - оператор из [1].
В данной работе доказана однозначная разрешимость поставленной задачи при выпол-

нении условий
α = γ = 1− β, δ(x) = ω(x) = 1

и
α = γ = β, δ(x) = x2β−1, ω(x) = (1− x)2β−1

Единственность решения поставленной задачи доказывается методом интегралов энергии
а существование методом функций Грина и интегральных уравнений.
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Исследование распространения акустических волн в насыщенной флюидом пористой
среде, представляет большой интерес, как с практической точки зрения, так и с научной.
Задачи, связанные с акустическим зондированием пористых сред с целью определения ха-
рактеристик насыщающих флюидов или протяженности нефтеносных и газоносных пла-
стов, а также использование пористых материалов для шумоизоляции и теплоизоляции
являются актуальными, также как теоретические и экспериментальные исследования, свя-
занные с прохождением и поглощением звука в пористых средах, насыщенных жидкостью
или газом.

Показано, что повышение температуры парогазовой смеси в пористой среде приводит
к уменьшению коэффициента затухания ҝбыстройњ волны из-за уменьшения плотности
парогазовой смеси и, как следствие, уменьшения влияния межфазных сил.

В данной работе при описании исследуемого процесса будем считать, что изменение
температурного поля среды не будет влиять на акустические характеристики системы,
которые определяются сжимаемостью и вязкостью жидкости. Будем учитывать эффекты,
обусловленные модулем сдвига и коэффициентом межфазного трения.

Пусть D̃ - область на плоскости Oxt, образованная прямыми: x + t = x0 + t0 и
x − t = x0 − t0, проходящими через точку (x0, t0) для x ≥ x0. Далее рассмотрим слу-
чай, когда (x0, t0) = 0. Найти функции u (x, t) и v (x, t), связанные в квадрате D =
{x, t : 0 ≤ x− t ≤ 2L, 0 ≤ x+ t ≤ 2L} системой уравнений [1-6]:{

utt − uxx + γb(ut−vt) = f (x, t)
vtt − b(ut−vt) = f (x, t)

(1)
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при выполнении для функций u (x, t) и v (x, t) условий
u|t=x = ϕ̃(x), 0 ≤ x ≤ L,

u|t=−x = ψ̃(x), 0 ≤ x ≤ L,

ϕ̃(0) = ψ̃(0),
v (x, 0) = 0, vt (x, 0) = 0.

(2)

В системе (1) u (x, t) и v (x, t)- компоненты скорости смещений упругого пористого тела
и насыщающей жидкости, соответствующие постоянным парциальным плотностям ρs и
ρl. Для простоты считаем, что модуль сдвига постоянный и скорость распространения
поперечной волны равна единице, b- коэффициент Дарси, L > 0- заданная постоянная,
γ = ρl/ρs.

Определение. Функции u (x, t) и v (x, t) называются решением задачи (1), (2) если u,
v, ut, vt, utt, vtt, uxx ∈ C(D) и u (x, t), v (x, t) удовлетворяют (1), (2).

Теорема.Пусть функция f(x, t) является непрерывной наD и функции ϕ̃(x) и ψ̃(x) яв-
ляются дважды непрерывно дифференцируемыми функциями на [0, L]. Тогда существует
единственное решение задачи (1), (2).
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Рассмотрим уравнение
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0 = Lu ≡

{
uxx − uy − λ2

1u, (x, y) ∈ D1,

uxx − uyy − λ2
2u, (x, y) ∈ D2,

(1)

где D1− область, ограниченная отрезками AB, BB0, B0A0, A0A, прямых
y = 0, x = 1, y = h, x = 0 соответственно; D2− характеристический треугольник,
ограниченный отрезком AB и оси Ox и двумя характеристиками AC : x + y = 0, BC :
x− y = 1 уравнения (1), выходящими из точек A(0, 0) и B(1, 0), пересекающимися в точке
C (0, 5 ; −0, 5) , λj ∈ R.

Введем обозначения: J ≡ AB = {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0} ,

D1 = D ∩ {x > 0, y > 0} , D 2 = D ∩ {x > 0, y < 0} , D = D1 ∪D2 ∪ J,

J1 = {(x, y) : 0 < x < c, y = 0} , J2 = {(x, y) : c < x < 1, y = 0} ,

E(c, 0) ∈ J, c ∈ J.

Через C1 и C2 обозначим, соответственно, точки пересечения характеристики AC и
BC с характеристикой, исходящей из точки E(c, 0) ∈ J,

θ0 (x) = (x/2; −x/2) , θ1 (x) = (x/2; −x/2) , θ∗ (x) = ((x+ c)/2; (c− x)/2) , (2)

θ0(x)− точка пересечения характеристики AC с характеристикой, выходящей из точки
M1(x, 0), (x, 0) ∈ J1, a θ1(x) и θ∗(x)− точки пересечения характеристики AC и EC2 с
характеристикой, выходящей из точки M2(x, 0), (x, 0) ∈ J2 соответственно.

Настоящая работа посвящена исследованию задачи с условиями Бицадзе-Самар-ского
[1] на характеристиках AC1, AC и EC2.

Задача BC. Найти в области D функцию u(x, y), обладающую свойствами:
1) u(x, y) ∈ C(D̄);
2) u(x, y) ∈ C2,1

x,y (D1 ∪ A0B0)∩C2,2
x,y (D2\ {EC1 ∪ EC2}) , удовлетворяет уравнению (1) в

областях D1 и D2\ {EC1 ∪ EC2} ;
3) uy ∈ C (D1 ∪ J1 ∪ J2) ∩ C (D2 ∪ J1 ∪ J2) и на интервалах Jj (j = 1, 2) выполняется

условие склеивания

lim
y→−0

uy (x, y) = lim
y→+0

uy (x, y) , (x, 0) ∈ J1 ∪ J2, (3)

4) u(x, y) удовлетворяет краевым условиям

u|x=0 = ϕ 1(y), u|x=1 = ϕ2(y), 0 6 y 6 h, (4)

a(x)
d

dx
u [θ0(x)] + b(x)u(x, 0) = c(x), (x, 0) ∈ J1, , (5)

u [θ (x)] = µu [θ∗(x)] + d(x), (x, 0) ∈ J̄2, (6)

где ϕ1 (y) , ϕ2 (y) , a(x), b(x), c(x), d(x)− заданные функции, причeм

µ ∈ (−∞; +∞)\ {1} , (7)

ϕ 1(y), ϕ2(y) ∈ C [0, h] ∩ C 1 (0, h) , (8)

a(x), b(x), c(x) ∈ C(J̄1) ∩ C2(J1), d(x) ∈ C1(J̄2) ∩ C3(J2). (9)
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Насколько нам известно, что аналоги задачи Трикоми для уравнения (1) при λj =
0 (j = 1, 2) и a(x) = 1, b(x) = 0 изучены в работах [2]–[4].Задача BC для уравнения (1)
ранее не были исследованы.

Теорема. Если выполнены условия (7) - (9), то в области D существует единствен-ное
регулярное решение задачи BC.
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Рассмотрим неоднородного обобщенного уравнения Эйлера - Пуассона - Дарбу

L (u) = uξη +

(
α

η + ξ
+

β

η − ξ

)
uξ +

(
α

η + ξ
− β

η − ξ

)
uη + γu = f (ξ, η) (1)

в области ∆ плоскости ξOη, ограниченной отрезкамиOA = {(ξ, η) : η = ξ, 0 ≤ ξ ≤ 1},
CA = {(ξ, 1) : 0 ≤ ξ ≤ 1, }, OC = {(0, η) : 0 ≤ η ≤ 1}, где α, β, γ - заданные действытель-
ные числа, а f (ξ, η) - заданная функция.

Задача Дарбу. Найти решение u (ξ, η) ∈ C
(
∆̄
)
уравнения (1), удовлетворяющее усло-

виям
u (ξ, ξ) = τ (ξ) , 0 < ξ < 1, (2)

u (0, η) = ψ (η) , 0 < η < 1, (3)

где τ (ξ), ψ (ξ) - заданные непрерывные функции, причем 0 < αβ < 1/2, ψ1 (0) = τ (0).
Функция Римана-Адамара уравнения L (u) = 0 для условий (2) и (3) построена в работе

[1]:

V (ξ, η; ξ0, η0, γ) =

{
R1(ξ, η; ξ0, η0, γ), η0 > ξ,
R4(ξ, η; ξ0, η0, γ), η0 < ξ,

(4)

R1(ξ, η; ξ0, η0, γ) = σ0

+∞∑
k=0

σk3
(k!)2F3 (β, α, 1− β, 1− α; 1 + k;σ2, σ1), (5)

R4(ξ, η; ξ0, η0, γ) = χ

(
η + ξ

η0 + ξ0

)α
(η − ξ)2β

[(ξ0 − ξ) (η0 − η)]β
σ2β−1

2 ×
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×
+∞∑
k=0

σk3
k!(β)k

H2

(
1− β − k, 1− β, α, 1− α; 2− 2β;

1

σ2

,−σ1

)
. (6)

где χ = Γ(1− β)/Γ(β)Γ(2− 2β), σ0 = [(η+ ξ)/(η0 + ξ0)]α[(η − ξ)(η0 − ξ0)]β, σ1 = (ξ − ξ0)(η−
η0)/(η + ξ)(η0 + ξ0), σ2 = (ξ − ξ0)(η − η0)/(η − ξ)(η0 − ξ0), σ3 = −γ(ξ − ξ0)(η − η0), Γ(z)-
гамма - функция Эйлера, а H2 и F3- соответственно гипергеометрические функции Горна
и Аппеля двух переменных.

Функция V (ξ, η; ξ0, η0; γ) обладает следующими свойствами:
10) она по ξ0, η0 удовлетворяет уравнению (1) при f (ξ, η) = 0, а по переменным ξ, η -

сопряженному уравнению:

L ∗ (u) = uξη −
∂

∂ξ

[(
α

η + ξ
+

β

η − ξ

)
u

]
− ∂

∂ξ

[(
α

η + ξ
− β

η − ξ

)
u

]
+ γu = 0;

20) Vξ −
(

α
η+ξ
− β

η−ξ

)
V = 0 при η = η0, 30) Vη −

(
α
η+ξ

+ β
η−ξ

)
V = 0 при ξ = ξ0;

40) V (ξ0, η0; ξ0, η0; γ) = 1; 50) lim
η−ξ→0

V (ξ, η; ξ0, η0; γ) = 0.

60) lim
η−ξ→0

{[
Vξ −

(
α
η+ξ
− β

η−ξ

)
V
]∣∣∣
η=ξ0+ε

−
[
Vξ −

(
α
η+ξ
− β

η−ξ

)
V
]∣∣∣
η=ξ0−ε

}
= 0ε > 0

Пусть u (ξ, η) - решение задачи Дарбу, а P (ξ0, η0) - произвольная точка области ∆ ∪
CA. Найдем u (ξ0, η0). В треугольнике O′A′D′ , ограниченном отрезками O′A′ , A′D′ , O′D′

прямых соответственно η = ξ + ε, η = ξ0 − ε, ξ = 0, и в прямоугольнике D′′A′′C ′′C ′ ,
ограниченном отрезками D

′′
A
′′ , C ′C ′′ , D′′C ′ , A′′C ′′ прямых соответственно η = ξ0 + ε,

η = η0, ξ = 0, ξ = ξ0 − 2ε, справедливо тождество

V L (u)− uL∗ (V ) = Mξ +Nη − V f (ξ, η) ≡ 0, (7)

где M = V uη − uVη +
(

2α
η+ξ

+ 2β
η−ξ

)
uV , N = V uξ + uVξ −

(
2α
η+ξ
− 2β

η−ξ

)
uV .

Интегрируем тождество (7) по треугольнику O′A′D′ и четырехугольнику D′′A′′C ′′C ′ .
Затем, переходя к пределу при ε→ 0 и учитывая свойства 10−60 функции V (ξ, η; ξ0, η0; γ)
и краевые условия (2), (3), получаем

u (ξ0, η0) =

η0∫
0

[
ψ′ (η) +

α + β

η
ψ (η)

]
V (0, η; ξ0, η0; γ) dη+

+ (1 + 2β)χ(η0 − ξ0)1−2β

ξ0∫
0

(
2ξ

η0 + ξ0

)α
τ (ξ)

[(ξ − ξ0) (ξ − η0)]1−β
×

×Ξ2 (α, 1− α, β;σ1, σ3)|ξ=ηdξ +

ξ0∫
0

dξ

η0∫
ξ

f (ξ, η)V (ξ, η; ξ0, η0, γ) dη. (8)

Из процесса получения формулы (8) ясно, что, если существует решение задачи
(1),(2),(3), то это решение имеет вид (8). Из (8) при 0 < α, β < 1/2, f(ξ, η) = 0 следу-
ет формула, полученная А.К.Уриновым и А.И.Исмоиловым в работе [1].

Исследуем формулу (8). Первое и второе слагаемые изучены в работе [1]. Здесть рас-
смотрим третье слагаемое.
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Введем следующее обозначение:

F (ξ0, η0) =

ξ0∫
0

dξ

η0∫
ξ

f (ξ, η)V (ξ0, η0; ξ, η; γ) dη. (9)

Теорема. Если функция f (ξ, η) представима в виде f (ξ, η) = (η − ξ)ε−1f1 (ξ, η) , ε >
0, f1 (ξ, η) ∈ C

(
∆̄
)
, то функция F (ξ0, η0) в области ∆ удовлетворяет уравнению (1) и

краевым условиям

lim
η0→ξ0

F (ξ0, η0) = 0, 0 ≤ ξ0 ≤ 1; F (ξ0, η0)|ξ0=0 = 0, 0 ≤ η0 ≤ 1.
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Пусть Ω = {(x, t) : −1 < x < 1, −a < t < b}, Ω1 = Ω ∩ (t > 0), Ω2 = Ω ∩ (t < 0),
где a, b, d - положительные действительные числа. В области Ω рассмотрим следующую
нелокальную задачу.

Задача A. Требуется найти функций u(x, t) из класса

Dα,γu, t1−γ
∂ku

∂xk
∈ C(Ω̄1), ut,

∂ku

∂xk
∈ C(Ω̄2), utt ∈ C(Ω2), uxxxx ∈ C(Ω1 ∪ Ω2), k = 0, 2,

удовлетворяющее в области Ω1 ∪ Ω2 уравнению

0 =

{
Dα,γu(x, t) + uxxxx(x, t)− εuxxxx(−x, t) + d2u(x, t), t > 0,

utt(x, t) + uxxxx(x, t)− εuxxxx(−x, t) + d2u(x, t), t < 0,
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условиям

u(−1, t) = 0, u(1, t) = 0, uxx(−1, t) = 0, uxx(1, t) = 0, t ∈ [−a, 0) ∪ (0, b] ,

ut(x,−a) = Dα,γu(x, b) + ϕ(x), −1 ≤ x ≤ 1,

а также условиям склеивания

lim
t→+0

J1−γ
0+ u(x, t) = lim

t→−0
u(x, t), lim

t→+0
J1−α

0+

d

dt
J1−γ

0+ u(x, t) = lim
t→−0

ut(x, t).

Здесь ϕ(x) заданная достаточно гладкая функция, ε ∈ (−1, 1), Dα,γ = Jγ−α0+
d
dt
J1−γ

0+ , 0 <
α ≤ γ ≤ 1 - оператор Хилфера [1]. Отметим, что при γ = α и γ = 1 имеем Dα,0 = RLD

α
0+ и

Dα,1 = CD
α
0+. Таким образом операторDα,γ является непрерывной интерполяцией по пара-

метру γ известных операторов дифференцирования Римана-Лиувилля и Капуто дробного
порядка, которые как известно описывают процессы, связанные с процессами диффузии
[2].

Основным результатом настоящей работы являются:
Теорема 1. Пусть имеет место неравенство

∆ik(a, b, ε) =
sin
√
λika√
λik

− cos
√
λika+ bγ−1Eα,γ(−λikbα) 6= 0, i = 1, 2. k = 1, 2, ... (1)

где λ1k = (1 + ε)k4π4 + d2, λ2k = (1 − ε)(k − 0, 5)4π4 + d2, k = 1, 2, .... Тогда, если решение
задачи А существует, то оно единственно.

Теорема 2. Пусть ϕ(x) ∈ C3[−1, 1], ϕ(l) (−1) = 0, ϕ(l)(1) = 0, l = 0, 2. Тогда:
1) задача A в области Ω однозначно разрешима только тогда, когда выполняются усло-

вия (1) и |∆ik (a, b, ε)| ≥ Ci > 0, i = 1, 2.
2) если для некоторых a, b, ε, i = i0 и k = k1, ..., ks выполняется условие ∆ik(a, b, ε) = 0,

то задача А разрешимо только тогда, когда выполняются условия ортогональности

ϕi0k =

1∫
−1

ϕ(x)Xi0kdx = 0, k = k1, ...ks,

Здесь X1k(x) = sin kπx,X2k(x) = cos(k − 0, 5)πx, k = 1, 2, ... .
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В данной работе изучена задача с начальными и с двумя нелокальными гранич-ными
условиями в двухмерном случае для уравнения теплопроводности. Решение этой нело-
кальной начально-граничной задачи построено в виде суммы ряда по системе собственных
функций соответствующими спектральными задачами. У спектральной задачи найдены
собственные значения и построена соответствующая система собст-венных функций. По-
казано, что эта система собственных функций является полной и образует базис Рисса
в пространстве Соболева. На основании полноты системы собственных функций доказа-
на теорема единственности решения задачи. В классах Соболева доказано существование
регулярного решения поставленной начально-гра-ничной задачи.

Многие задачи о колебаниях балок и пластин, которые имеют большое значение в стро-
ительной механике, приводят к дифференциальным уравнениям более высокого порядка.

Отметим также, что к уравнению колебаний балки приходят во многих задачах при
расчëте устойчивости вращающихся валов и изучении вибрации кораблей.

Как известно, что в физике твердого тела изучаются так называемые фрактальные
среды, в частности, явления диффузия в них. В одной из моделей, диффузия в сильно
пористой среде описывается уравнением типа уравнения теплопроводности, но с дробной
производной по временной координате и операторами Лапласа с нелокаль-ными краевыми
условиями.

В данной работе рассматривается дифференциальное уравнение вида

Dα
atu =

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ F (x, y, t), (x, y, t) ∈ Q = (0, 1)× (0, 1)× (0, T ), (1)

с начальными
u(x, y, t) = u0(x, y) (2)

и граничными условиями 
u(0, y, t)− u(1, y, t) = τ1(t),

u(x, 0, t)− u(x, 1, t) = τ2(t)∫ 1

0
u(x, y, t)dx = µ1(t),∫ 1

0
u(x, y, t)dy = µ2(t),

здесь F (x, y, t), u0(x, y), τ1(t), τ2(t), µ1(t), µ2(t), непрерывно дифференцируемых
функции.

Здесь Dα
atu(x, t) = signl+1(t−a)

Γ(l−α)
dl

dtl

t∫
a

u(x,τ)·dτ
|t−τ |α−l+1 дробная производная Римана–Лиувилля.

Справедливо следующая
Теорема 1. Пусть F (x, y, t), u0(x, y), τ1(t), τ2(t), µ1(t), µ2(t), непрерывно диффе-

ренцируемых функций. Тогда регулярные решение задачи (1)-(3) из класса
0

W
s1,s2; θ
2 (Q)

с показателем s1 = 3, s2 = 3, θ = − [−α] существует, единственно и при каждом
t > 0 представляется в виде сходящийся ряда Фурье по собственным функциям соот-
ветствующих спектральных задач.

ЛИТЕРАТУРА

1. Ионкин Н.И. Решение одной краевой задачи теории теплопроводности с некла-
ссическим краевым условием. // Дифференциальные уравнения. 1977. Т.13. No 2. С. 294-
304.



226

2. Бари Н.К. Биортогональные системы и базисы в гильбертовом пространстве. //
Ученые записки МГУ, серия математика. 4, No 148. 1951. С. 69-107.

3. Ильин В.А. Необходимые и достаточные условия базисности подсистемы собст-
венных и присоединенных функций пучка М.В. Келдыша обыкновенных дифферен-
циальных операторов. // Доклады Академии Наук. 1976. Т. 227. є 4. С. 796-799.

4. Касимов Ш.Г., Рахманов Ф.Д. Об одной спектральной задачи теории теплопро-
водности с нелокальными краевыми условиями. // Ташкент, Вестник НУУз, 2013г. No
2. С. 83-86.

НЕЛОКАЛЬНАЯ НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА, СВЯЗАННЫХ С
БИГАРМОНИЧЕСКИМИ ОПЕРАТОРАМИ
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В данной работе изучена задача с начальными и нелокальными граничными услови-
ями для одного класса дифференциальных уравнений в частных производных высокого
порядка, связанных с бигармоническими операторами. Решение нелокаль-ной начально-
граничной задачи построено в виде суммы ряда по системе собственных функций соот-
ветствующими спектральными задачами. У спектральной задачи най-дены собственные
значения и построена соответствующая система собственных функ-ций. Показано, что
эта система собственных функций является полной и образует базис Рисса в простран-
стве Соболева. На основании полноты системы собственных функций доказана теорема
единственности решения задачи. В классах Соболева доказано существование регулярного
решения поставленной начально-граничной за-дачи. Многие задачи о колебаниях балок
и пластин, которые имеют большое значение в строительной механике, приводят к диф-
ференциальным уравнениям более высокого порядка. Отметим также, что к уравнению
колебаний балки приходят во многих задачах при расчëте устойчивости вращающихся
валов и изучении вибрации кораблей.

Как известно, что в физике твердого тела изучаются так называемые фрактальные
среды, в частности, явления диффузия в них. В одной из моделей, диффузия в сильно
пористой среде описывается уравнением типа уравнения теплопроводности, но с дробной
производной по временной координате и операторами Лапласа с нелокаль-ными краевыми
условиями.

В данной работе рассматривается дифференциальное уравнение с дробной произ-
водной вида

Dα
0tu(x, t) + a2

(
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

)2m

u(x, y, t) +
n∑
i=1

b2
i (−1)si

∂2siu(x, y, t)

∂y2si
i

= F (x, y, t), (1)

(x, y, t) ∈ Q = Π× Π× (0, T ),Π = (0, π)× ...× (0, π), l − 1 < α ≤ l, l = −[−α]

с начальными и граничными условиями

Dα−i
0t u(x, t) = ϕi(x, t), (x, y) ∈ Π× Π, i = 1, 2, ...l, (2)
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αj
∂4ku(x,y,t)
∂xj4k

∣∣∣
xj=0

+ βj
∂4ku(x,y,t)
∂xj4k

∣∣∣
xj=0

= 0, k = 0,m− 1, j = 1, n,

βj
∂4k+1u(x,y,t)
∂xj4k+1

∣∣∣
xj=0

+ αj
∂4k+1u(x,y,t)
∂xj4k+1

∣∣∣
xj=0

= 0, k = 0,m− 1, j = 1, n,

αj
∂4k+2u(x,y,t)
∂xj4k+2

∣∣∣
xj=0

+ βj
∂4k+2u(x,y,t)
∂xj4k+2

∣∣∣
xj=0

= 0, k = 0,m− 1, j = 1, n,

βj
∂4k+3u(x,y,t)
∂xj4k+3

∣∣∣
xj=0

+ αj
∂4k+3u(x,y,t)
∂xj4k+3

∣∣∣
xj=0

= 0, k = 0,m− 1, j = 1, n,

∂2ku(x,y,t)
∂yj2k

∣∣∣
xj=0

= 0, , ∂
2ku(x,y,t)
∂yj2k

∣∣∣
xj=π

= 0, k = 0, s− 1, j = 1, n,

(3)

здесь m, si, l ∈ N , T > 0 – заданные положительные числа и F (x, y, t), ϕi(x, y),
i = 1, 2, ..., l – достаточно гладкие функции разлагаемые по собственным функциям
{vq(x, y), q ∈ N2n} спектральной задачи:

a2

(
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

)2m

v(x, y) +
n∑
i=1

b2
i (−1)si

∂2siv(x, y)

∂y2si
i

− λv(x, y) = 0, (4)

αj
∂4ku(x,y,t)
∂xj4k

∣∣∣
xj=0

+ βj
∂4ku(x,y,t)
∂xj4k

∣∣∣
xj=0

= 0, k = 0,m− 1, j = 1, n,

βj
∂4k+1u(x,y,t)
∂xj4k+1

∣∣∣
xj=0

+ αj
∂4k+1u(x,y,t)
∂xj4k+1

∣∣∣
xj=0

= 0, k = 0,m− 1, j = 1, n,

αj
∂4k+2u(x,y,t)
∂xj4k+2

∣∣∣
xj=0

+ βj
∂4k+2u(x,y,t)
∂xj4k+2

∣∣∣
xj=0

= 0, k = 0,m− 1, j = 1, n,

βj
∂4k+3u(x,y,t)
∂xj4k+3

∣∣∣
xj=0

+ αj
∂4k+3u(x,y,t)
∂xj4k+3

∣∣∣
xj=0

= 0, k = 0,m− 1, j = 1, n,

∂2ku(x,y,t)
∂yj2k

∣∣∣
xj=0

= 0, ∂
2ku(x,y,t)
∂yj2k

∣∣∣
xj=π

= 0, k = 0, s− 1, j = 1, n,

(5)

Здесь Dα
atu(x, t) = signl+1(t−a)

Γ(l−α)
dl

dtl

t∫
a

u(x,τ)·dτ
|t−τ |α−l+1 дробная производная Римана–Лиувилля. Спра-

ведливо следующая
Теорема 1. Пусть αj 6= 0, βj 6= 0, |αj| 6= |βj| действительные числа при каждом

1 ≤ j ≤ n и ρ = max
1≤j≤n

√
θj

2 + 2(
θj√

2
+ (ϕj + 1)sj − 1)

2
· σ(sj) < 1, где σ(0) = 1√

2
, σ(sj) = 1,

при sj > 0, θj =
√

2·max
x∈[0,π]

|eiϕjx − 1| , λmj = 2mj + ϕj,

ϕj = 1
π

arccos
−2αjβj
αj2+βj

2 , mj ∈ Z.Тогда система собственных функций {vq(x, y), q ∈ N2n}
спектральной задачи (4)-(5) образует полной ортонормированный системой в классах

Соболева
0

W
4m,2s
2 (Π× Π).

Теорема 2. Пусть начальные функций ϕi(x, y), i = 1, 2, ..., l, и правую часть F (x, y, t)
достаточно гладкие функции при каждом t > 0 и пусть αj 6= 0, βj 6= 0, |αj| 6= |βj|
действительные числа при каждом 1 ≤ j ≤ n и

ρ = max
1≤j≤n

√
θj

2 + 2(
θj√

2
+ (ϕj + 1)sj − 1)

2

· σ(sj) < 1,

где σ(0) = 1√
2
, σ(sj) = 1, при sj > 0, θj =

√
2·max
x∈[0,π]

|eiϕjx − 1| , λmj = 2mj + ϕj,

ϕj = 1
π

arccos
−2αjβj
αj2+βj

2 , mj ∈ Z. Тогда регулярные решение задачи (1)-(3) из класса
0

W
s1,s2; θ
2 (Q) с показателем s1 = 4m+ n

2
, s2 = 2s+ n

2
, θ = − [−α] существует, единствен-

но и при каждом t > 0 представляется в виде сходящийся ряда Фурье по собственным
функциям {vq(x, y), q ∈ N2n} спектральной задачи (4)-(5).
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В данной работе изучена задача с начальными и граничными условиями для одно-
го класса дифференциальных уравнений в частных производных высокого по-рядка от
нескольких переменных. Решение начально-граничной задачи построено в виде суммы ря-
да по системе собственных функций многомерной спектральной задачи. У спектральной
задачи найдены собственные значения и построена соответ-ствующая система собствен-
ных функций. Показано, что эта система собственных функций является полной и обра-
зует базис Рисса в пространстве Соболева. На осно-вании полноты системы собственных
функций доказана теорема единственности ре-шения задачи. В классах Соболева доказано
существование регулярного решения поставленной начально-граничной задачи.

Многие задачи о колебаниях балок и пластин, которые имеют большое значение в
строительной механике, приводят к дифференциальным уравнениям более высокого по-
рядка. Отметим также, что к уравнению колебаний балки приходят во многих задачах
при расчëте устойчивости вращающихся валов и изучении вибрации кораблей.

В данной работе рассматривается дифференциальное уравнение с дробной произ-
водной вида

Dα
0tu(x, t) +

n∑
i=1

a2
i

∂4miu(x, y, t)

∂x4mi
j

+
n∑
i=1

b2
i (−1)si

∂2siu(x, y, t)

∂x2si
j

= F (x, y, t), (1)

(x, y, t) ∈ Q = Π× Π× (0, T ), Π = (0, p)× ...× (0, p), l − 1 < α ≤ l, l = −[−α]

с начальными и граничными условиями

Dα−i
0t u(x, t) = ϕi(x, t), (x, y) ∈ Π× Π, i = 1, 2, ...l, (2)

∂4ku(x,y,t)
∂xj4k

∣∣∣
xj=0

= 0, ∂
4k+1u(x,y,t)
∂xj4k+1

∣∣∣
xj=0

= 0,

∂4ku(x,y,t)
∂xj4k

∣∣∣
xj=p

= 0, ∂
4k+1u(x,y,t)
∂xj4k+1

∣∣∣
xj=p

= 0, k = 0,m− 1,

∂2ku(x,y,t)
∂yj2k

∣∣∣
xj=0

= 0, ∂
2ku(x,y,t)
∂yj2k

∣∣∣
xj=p

= 0, k = 0, s− 1,

(3)

здесь m, s, l ∈ N, p, T > 0 – заданные положительные числа и F (x, y, t), ϕi(x, y),
i = 1, 2, ..., l – достаточно гладкие функции разлагаемые по собственным функциям
{vq(x, y), q ∈ N2n} спектральной задачи:

n∑
i=1

a2
i

∂4miv(x, y)

∂x4mi
j

+
n∑
i=1

b2
i (−1)si

∂2siv(x, y)

∂x2si
j

− λv(x, y) = 0), (4)
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∂4kv(x,y)
∂xj4k

∣∣∣
xj=0

= 0, ∂
4k+1v(x,y)
∂xj4k+1

∣∣∣
xj=0

= 0,

∂4kv(x,y)
∂xj4k

∣∣∣
xj=p

= 0, ∂
4k+1v(x,y)
∂xj4k+1

∣∣∣
xj=p

= 0, k = 0,m− 1,

∂2kv(x,y)
∂yj2k

∣∣∣
xj=0

= 0, ∂
2kv(x,y)
∂yj2k

∣∣∣
xj=p

= 0, k = 0, s− 1,

(5)

Здесь

Dα
atu(x, t) = signl(t− a)

dl

dtl
Dα−l
at u(x, t) =

signl+1(t− a)

Γ(l − α)

dl

dtl

t∫
a

u(x, τ) · dτ
|t− τ |α−l+1

.

дробная производная Римана–Лиувилля. Справедливо следующая
Теорема 1. Система собственных функций {vq(x, y), q ∈ N2n} спектральной задачи

(4)-(5) образует полной ортонормированный системой в классах Соболева
0

W
4m,2s
2 (Π×Π).

Теорема 2. Пусть начальные функций ϕi(x, y), i = 1, 2, ..., l, и правую часть
F (x, y, t) достаточно гладкие функции при каждом t > 0. Тогда регулярные решение за-

дачи (1)-(3) из класса
0

W
s1,s2; θ
2 (Q) с показателем s1 = 4m+ 1, s2 = 2s+ 1, θ = − [−α]

существует, единственно и при каждом t > 0 представляется в виде сходящийся ряда
Фурье по собственным функциям {vq(x, y), q ∈ N2n} спектральной задачи (4)-(5).
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ДЛЯ АКТИВНЫХ УЧАСТКОВ В ПОЛЕ
ДВУХ НЕПОДВИЖНЫХ ЦЕНТРОВ

Коршунова Н.А., Райимов А.1

Национальный университет Узбекистана, Ташкент, Узбекистан
bea40371@rambler.ru

Рассматривается вариационная задача о движении точки переменной массы (центр масс
космического аппарата) в поле двух неподвижных центров в постановке Лоудена. Эта
задача сведена к проблеме интегрирования замкнутой гамильтоновой системы четырна-
дцатого порядка по участкам нулевой, промежуточной и максимальной тяг. К настояще-
му времени для участков промежуточной тяги известно пять общих интегралов, которых
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недостаточно для определения общего решения дифференциальных уравнений вариаци-
онной задачи. Поэтому представляет интерес определение частных интегралов и частных
решений. Одним из методов нахождения частных решений гамильтоновых систем являет-
ся метод Леви-Чивита, использующий знание только некоторого числа интегралов или ин-
вариантных соотношений, находящихся в инволюции. Этот метод добавляет к имеющимся
интегралам инвариантные соотношения, недостающие до сведения задачи к квадратурам.

Поскольку три из известных интегралов находятся в инволюции, то метод Леви - Чиви-
та позволил получить новый класс частных решений для активных участков. Эти решения
расширяют класс ранее полученных, так как снимают ограничения на область существо-
вания траекторий. Решениям соответствуют равномерные движения точки по круговым
траекториям, плоскости которых перпендикулярны линии центров. Вектор тяги лежит
в плоскости, нормальной к траектории. Величины, описывающие полученные активные
участки, зависят от начального положения точки, от отношения гравитационных пара-
метров центров притяжения и расстояния между ними, от расстояния до линии центров
и от положения плоскости траектории.

Для конкретных соотношений гравитационных параметров центров притяжения по-
строены графики зависимостей величин, характеризующих направление и величину силы
тяги от положения траектории в области между центрами тяготения. Из графиков опре-
делены точки, где происходит реверс тяги по радиальной составляющей базис-вектора.
Показано, что при увеличении отношения гравитационных параметров, точки реверса тя-
ги приближаются к линии центров. А при приближении плоскости траектории к одному из
центров, точки реверса тяги для различных отношений гравитационных параметров сгу-
щаются. Рассмотрен случай, когда плоскость траектории находится на равном расстоянии
от центров притяжения, что значительно облегчает анализ движения.

Рассмотрен вопрос об осуществимости найденных программных движений при авто-
матическом управлении. Показано, что для найденных круговых траекторий существуют
области неустойчивости, которые увеличиваются при удалении точки от центра с меньшим
гравитационным параметром. Показано, что система полностью управляемая по первому
приближению, и невозмущенное движение можно стабилизировать линейным регулято-
ром. Получен линейный регулятор, обеспечивающий асимптотическую устойчивость по
Ляпунову найденных программных движений. Поскольку потенциал поля двух неподвиж-
ных центров может быть использован при построении потенциала земного тяготения, то
полученные результаты могут быть применены для решения конкретных задач перелета
в качестве опорных при численном интегрировании.

ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ НЕЧЕТНОГО
ПОРЯДКА С КРАТНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ.

Курбанов О.Т.
Институт Математики АН РУз, Ташкент, Узбекистан,

e-mail1: odil0769@gmail.com.

В данной работе с помощью результатов [1-4] исследована однозначная разрешимость
одной краевой задачи.

Требуется определить в области D = {(x, y) : h1(y) < x < h2(y), 0 < y ≤ 1} функцию
u(x,y), обладающую свойствами:

1)u (x y) ∈ C3,1(D)
⋂

C2,0(x = h2(y), 0 < y ≤ 1)
⋂

C1,0(D);
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2) являющейся регулярным решением уравнение

L(x, y) ≡ uxxx − uy = f(x, y, u(x, y)), (1)

в области D;
3) удовлетворяющую условиями

u(x, o) = u0(x), h1(0) ≤ x ≤ h2(0), (2)

u(h 1(y), y) = ϕ(y) 0 ≤ y ≤ 1, (3)

ux(h 1(y), y) = ψ(y) 0 ≤ y ≤ 1, (4)

uxx(h2(y), y) + αux(h2(y), y) = g(u(h2(y), y), y) 0 ≤ y ≤ 1, (5)

а также естественные условия согласования в угловых точках:

u0
′ ′
(h2(0)) + u0

′
(h2(0)) = g(u0(h2(0)), 0) ,

u0(h 1(0)) = ϕ(0) , u′0(h2(0)) = ψ(0) .

Имеет место
Теорема 1. Пусть hr(y) ∈ C1 [0; 1] , r = 1, 2 и g(u, y), f(x, y, u(x, y)) непрерывные

функции своих аргументов 0 ≤ y ≤ 1 при любом |u| <∞, удовлетворяющие условии

|g(u1, y)− g(u2, y)| ≤ l(y) |u1 − u2| , (6)

|f(x, y, u1)− f(x, y, u2)| ≤ L(x, y) |u1 − u2| (7)

0 < l(y) ≤ −h2
′
(y)− α2, (8)

0 < L(x, y) ≤ β − α3, (9)

где α > 0, β > α3, h2
′
(y) < −α2.

Тогда решение задачи единственно.
Единственность решение задачи доказано методом интегралов энергии, применением

некоторые элементарные неравенства.
Теорема 2. Пусть наряду с условиями теоремы 1 выполняются и следующие условия

u0(x) ∈ C3 [h1(0);h2(0) ] , ϕ(y) ∈ C2 [0; 1] , ϕ (0) = 0, ψ (y) ∈ C1 [0; 1] ,

∂

∂y
(f(x, y, u)) ∈ C(D) , f (x, 0, u (x, 0)) = 0

и y ∈ [0; 1] при любом |u| <∞ имеет место неравенства

|g(u, y)| < M1 , |gu(u, y)| < M2 , |gy(u, y)| < M3

а также для (x, y) ∈ D и |u| <∞

|f(x, y, u)| < M4 , |fx(x, y, u)| < M5 , |fy(x, y, u)| < M6 ,

|fu(x, y, u)| < M7 .

Тогда решение задачи существует.
Исследуемая задача эквивалентно сведено к систему нелинейных интегральных урав-

нений типа Гаммерштейна относительно u (x , y) , τ (η) = u (h2 (η) , η) и ν (η) =
ux (h2 (η) , η) .Однозначную разрешимость этой системы доказано с помощью принципа
сжимающих отображений.
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О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ
БЕСКОНЕЧНОЙ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В

ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Кучкарова С.А.1, Ибрагимов Г.И.2
1Национальный университет Узбекистана, Ташкент, Узбекистан

kuchkarova11@yandex.ru;
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В этой статье рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений. Вопро-
сы существования и единственности обсуждаются в Гильбертовом пространстве l2. Мы
доказали теорему, которая позволяет исследовать оптимальное управление и различные
игровые задачи, описываемые такой системой.

Мы изучаем дифференциальную игру для следующей системы:{
ẋi = −αixi − βiyi + wi1, xi(0) = xi0,

ẏi = βixi − αiyi + wi2, yi(0) = yi0,
i = 1, 2, . . .

в Гильбертовом пространстве l2, где αi, βi - действительные числа,

x0 = (x10, x20, . . . ) ∈ l2, y0 = (y10, y20, . . . ) ∈ l2.

Предполагается, что αi - ограниченные отрицательные числа: a ≤ αi ≤ 0, i = 1, 2, . . . , где
a - заданное число.

Класс функций w(t) = (w1(t), w2(t), . . . ), w : [0, T ] → l2, с измеримыми координатами
wi(t) = (wi1(t), wi2(t)), 0 ≤ t ≤ T , i = 1, 2, . . . , удовлетворяющие условию

∞∑
i=1

T∫
0

(
w2
i1(s) + w2

i2(s)
)
ds ≤ ρ2

0

обозначим через S(ρ0), где ρ0 - заданное положительное число.
Пусть C(0, T ; l2) - пространство непрерывных функций z(t) ∈ l2, 0 ≤ t ≤ T .
Пусть w(·) ∈ S(ρ0). Функция z(t) = (z1(t), z2(t), . . . ), 0 ≤ t ≤ T , с непрерывными

координатами zi(t), удовлетворяющими начальным условиям zi(0) = zi0, i = 1, 2, . . . , на-
зывается решением системы (1), если она дифференцируема почти всюду на [0, T ] и удо-
влетворяет почти всюду на [0, T ] систему (1).
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Теорема 1. Если w(·) ∈ S(ρ0) и a ≤ αi ≤ 0, i = 1, 2, . . . , то для любого заданного T > 0
существует единственное решение бесконечной системы дифференциальных уравнений (1)
в пространстве C(0, T ; l2).
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РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ЧЕТЫРЕХМЕРНОЙ
СИСТЕМЫ КОШИ-РИМАНА /REGULARIZATION OF THE CAUCHY
PROBLEM FOR A FOUR-DIMENSIONAL CAUCHY-RIEMANN SYSTEM

Маликов З. 1, Муйдинова Ш.Н.2 Йорматов С.Ш.
Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан
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В данной работе рассматривается восстановление решение системы Коши- Римана в
ограниченной области по его известным значением на куске границы области, т.е.задачи
Коши для 4-х мерной системы Коши- Римана. Рассматриваемая задача относится к зада-
чам математической физики, в которых отсутствует непрерывная зависимость решений от
начальных данных. В работе при помощи функции Карлемана восстанавливаются по дан-
ным Коши на части границы области гармоническая функция и получена оценка условной
устойчивости.

Пусть G- ограниченная односвязная область с границей ∂G, состоящей из части T ги-
перплоскости y4 = 0 и гладкокого куска гиперповерхности S лежащей в полупространстве
y4 > 0.

Вводим следующие обозначение:

x = (x1, x2, x3, x4), y = (y1, y2, y3, y4), x′ = (x1, x2, x3), y′ = (y1, y2, y3), α = |y′ − x′|.

В области G рассмотрим систему дифференциальных уравнений

∂yU = 0, (1)
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где u = u1(y) + iu2(y) + ju3 + ku4(y) кватерион с законом умножения для единиц,

∂y =
∂

∂y1

+ i
∂

∂y2

+ j
∂

∂y3

+ k
∂

∂y4

,

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k.

Постановка задача. Пусть U(x) ∈ C1(G) ∩C(G) удовлетворяет систем (1) в области
G и на части границы S задано значение вектор - функции U(x), т.е.

U(x)|S = f(x),

где f(x) непрерывная функция, заданная на части S границы области G. Требуется ис-
пользуя условие (2), продолжить U(x) в G.

Задача (1), (2) называется задачей Коши.
Если U(x) ∈ C1(G) ∩ C(G) и является решением системы (1) тогда верна следующее

интагральное представление [1,2].

U(x) =

∫
∂G

∂yΦσ(y, x)βu(y)dS, x ∈ G, (3)

где

∂y =
∂

∂y1

− i ∂
∂y2

− j ∂

∂y3

− k ∂

∂y4

,

β = β1(y) + iβ2(y) + jβ3 + kβ4(y) , β = (β1, β2, β3, β4) единичная внешняя нормаль прове-
денная в точке y границы ∂G.

Φσ(y, x) =
1

2ωn
e−σx

2
4Im

eσw
2

(iα + y4 − x4)α
, w = i

√
u2 + α2 + y2. (4)

Обозначим
Uσ(x) =

∫
S

∂yΦσ(y, x)βu(y)dS.

Теорема 1. Пусть U(x) ∈ C1(G)∩C(G) является решением системы (1) на части S гра-
ницы ∂G удовлетворяющий начальному условию (2) и на части T границы ∂G выполнено
неравенство

|U(y)| ≤ 1, y ∈ T.
Тогда для любого x ∈ G и σ > 0 справедливы оценки

|U(x)− Uσ(x)| ≤ C(x4, σ)e−σx
4

,∣∣∣∣∂U(x)

∂xi
− ∂Uσ(x)

∂xi

∣∣∣∣ ≤ C1(x4, σ)e−σx
2
4 , i = 1, 2, 3, 4,

где C(x4, σ) и C1(x4, σ) функции, зависиящая от σ и x4.
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О ПОСТАНОВКЕ И ИССЛЕДОВАНИЮ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА
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В настоящем сообщении рассматривается уравнение(
∂

∂x
+

∂

∂y
+ c

)
(Lu) = 0, (1)

в области G плоскости xOy, где c ∈ R,

Lu =

{
u1xx − u1y, (x, y) ∈ G1,

uixx − uiyy, (x, y) ∈ Gi (i = 2, 3),

G = G1 ∪ G2 ∪ G3 ∪ J1 ∪ J2, G1− прямоугольник с вершинами в точках A (0; 0), B (1; 0),
B0 (1, 1), A0 (0, 1); G2 и G3− треугольники с вершинами в точках D (−1, 0), B (1; 0),
C (0, −1) и A (0; 0), D (−1, 0), A0 (0, 1) соответственно; J1 и J2− открытые отрезки с вер-
шинами в точках D (−1, 0), B (1; 0) и A (0; 0), A0 (0, 1) соответственно.

Для уравнения (1) ставится следующая задача:
Задача 1. Требуется найти функцию u (x, y) со свойствами: 1) непрерывна в замкну-

той области G и в области G\J1\J2, имеет непрерывные производные, участвующие в
уравнении (1), причем производные ux и uy непрерывны в G, а также непрерывны вплоть
до части границы области G, указанные в граничных условиях; 2) удовлетворяет уравне-
нию (1) в области G\J1\J2; 3) удовлетворяет следующим краевым условиям

u (1, y) = ϕ1 (y) , 0 ≤ y ≤ 1, (2)

u|BC = ψ1 (x) , 0 ≤ x ≤ 1, (3)

u|DE = ψ2 (x) , −1 ≤ x ≤ −1

2
, (4)

∂u

∂n

∣∣∣∣
D

= ψ3 (x) , −1 ≤ x ≤ 0 (5)

и 4) удовлетворяет следующим непрерывным условиям склеивания на линиях изменения
типа J1 и J2:

u (x, +0) = u (x,− 0) = T (x) , −1 ≤ x ≤ 1, (6)

uy (x, +0) = uy (x, −0) = N (x) , −1 ≤ x ≤ 1, (7)

uyy (x, +0) = uyy (x, −0) = M (x) , x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) , (8)

u (+0, y) = u (−0, y) = τ3 (y) , 0 ≤ y ≤ 1, (9)
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ux (+0, y) = ux (−0, y) = ν3 (y) , 0 ≤ y ≤ 1, (10)

uxx (+0, y) = uxx (−0, y) = µ3 (y) , 0 < y < 1. (11)

Мы приведем здесь теорему о существовании и единственности решения задачи 1.
Теорема. Если ϕ1 ∈ C3 [0, 1], ψ1 ∈ C3 [0, 1], ψ2 ∈ C3 [−1, −1/2 ], ψ3 ∈ C2 [−1, 0], причем

выполняется условие согласования ϕ1 (0) = ψ1 (1), то задача 1 допускает единственное
решение.

Здесь мы приведем идею доказательства этой теоремы. Для этого уравнение (1) пере-
пишем в виде

u1xx − u1y = ω1 (x− y) e−cy, (x, y) ∈ G1, (12)

uixx − uiyy = ωi (x− y) e−cy, (x, y) ∈ Gi (i = 2, 3), (13)

где введено обозначение u (x, y) = ui (x, y) , (x, y) ∈ Gi

(
i = 1, 3

)
, а ωi (x− y),

(
i = 1, 3

)
неизвестные пока непрерывно дифференцируемые функции.

Исследование будем провести сначала в областиG2. Записывая решение уравнения (13)
(i = 2), удовлетворяющее условиям (6), (7), затем подставляя его в условие (5), находим
неизвеcтную функцию ω2 (x− y). Далее, подставляя это решение в (4) и (3), получим
две соотношения между T (x), N (x) и τ2 (x), ν2 (x) соответственно. Из этих полученных
соотношений находим τ2 (x) и ν2 (x). Полагая в уравнении (12) y → +0, а в (13) (i = 2)
y → −0 в силу условий (6)-(8), получим еще две соотношения между τ1 (x), ν1 (x) и µ1 (x).
Исключая из этих двух соотношений и из соотношения между T (x) и N (x) функции µ1 (x)
и ν1 (x), приходим к дифференциальному уравнению третьего порядка относительно τ1 (x).
Решая это уравнение при известных данных условий, находим функцию τ1 (x), тем самым
Џ и функцию u2 (x, y).

Теперь переходим в область G3. Переходя в уравнениях (13) (i = 2) и (13) (i = 3) к
пределу при y → 0, находим ω3 (x) = ω2 (x) , −1 ≤ x ≤ 0. Затем применяя метод про-
должения, находим функцию u3 (x, y), в которой участвуют неизвестные функции τ3 (y)
и ν3 (y). Полагая в этом решении x → −0, получим первое соотношение между τ3 (y) и
ν3 (y). Переходя в уравнении (13) (i = 3) к пределу при x → −0, приходим ко второму
соотношению между τ3 (y) и µ3 (y).

Теперь переходим в область G1. Записывая решение уравнения (12), удовлетворяюшее
условиям (2), (6) (0 ≤ x ≤ 1), (9) и дифференцируя это решение по x, затем переходя в
полученном равенстве к пределу при x → 0, получим третье соотношение между τ3 (y)
и ν3 (y). Из этих полученных соотношений находим функции τ3 (y), ν3 (y) и µ3 (y) и тем
самым, решение поставленной задачи единственным образом.

О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
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В настоящем сообщении ставится одна краевая задача для уравнения

S1S2Lu ≡
(
a1

∂

∂x
+ b1

∂

∂y

)(
− ∂

∂x
+

∂

∂y

)
(Lu) = 0, (1)
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в пятиугольной области G плоскости xOy, где G = G1 ∪ G2 ∪ G3 ∪ J1 ∪ J2; G1− прямо-
угольник с вершинами в точках A (0; 0), B (1; 0), B0 (1, 1), A0 (0, 1); G2− треугольник с
вершинами в точках B, C (0, −1), D (−1, 0); G3− прямоугольник с вершинами в точках
A, D, D0 (−1, 1), A0; J1− открытый отрезок с вершинами в точках B, D; J2− открытый
отрезок с вершинами в точках A, A0;

Lu =

{
uxx − uy, (x, y) ∈ D1,

uxx − uyy, (x, y) ∈ Di, i = 2, 3,

a1, b1 ∈ R, 1 < γ1 < +∞, γ2 = −1 (γi = bi/ai, i = 1, 2).
Для уравнения (1) ставится следующая задача:
Задача-1. Найти функцию u (x, y), которая 1) непрерывна в G и в области G\J1\J2

имеет непрерывные производные, участвующие в уравнение (1), причем ux, uy, uxx, uxy,
uyy – непрерывны в G вплоть до части границы области G, указанные в краевых условиях;
2) удовлетворяет уравнению (1) в области G\J1\J2; 3) удовлетворяет следующим краевым
условиям:

u (1, y) = ϕ1 (y) , 0 ≤ y ≤ 1, (2)

u (−1, y) = ϕ2 (y) , 0 ≤ y ≤ 1, (3)

ux (1, y) = ϕ3 (y) , 0 ≤ y ≤ 1, (4)

ux (−1, y) = ϕ4 (y) , 0 ≤ y ≤ 1, (5)

u|BC = ψ1 (x) , 0 ≤ x ≤ 1, (6)

u|DF = ψ2 (x) , −1 ≤ x ≤ −1/2, (7)

∂u

∂n

∣∣∣∣
BC

= ψ3 (x) , 0 ≤ x ≤ 1, (8)

∂u

∂n

∣∣∣∣
DC

= ψ4 (x) , −1 ≤ x ≤ 0, (9)

∂2u

∂n2

∣∣∣∣
BC

= ψ5 (x) , 0 < x < 1, (10)

4) удовлетворяет следующим условия склеивания на линиях изменения типа:

u (x, +0) = u (x, −0) = T (x) , −1 ≤ x ≤ 1, (11)

uy (x, +0) = uy (x,− 0) = N (x) , −1 ≤ x ≤ 1, (12)

uyy (x, +0) = uyy (x, −0) = M (x) , x ∈ (−1, 1) \ {0} , (13)

uyyy (x, +0) = uyyy (x, −0) = Θ (x) , x ∈ (−1, 1) \ {0} , (14)

u (+0, y) = u (−0, y) = τ3 (y) , 0 ≤ y ≤ 1, (15)

ux (+0, y) = ux (−0, y) = ν3 (y) , 0 ≤ y ≤ 1, (16)

uxx (+0, y) = uxx (−0, y) = µ3 (y) , 0 < y < 1 (17)

uxxx (+0, y) = uxxx (−0, y) = θ3 (y) , 0 < y < 1, (18)
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где ϕi
(
i = 1, 4

)
, ψj

(
j = 1, 5

)
- заданные достаточно гладкие функции, n− внутренняя

нормаль к прямой x+ y = −1 или x− y = 1, аF (−1/2 ,−1/2 ).
В работе [1], исследовано краевая задача при a1 = 1, a2 = 1, b1 = 0, b2 = 1.
Доказывается однозначная разрешимость поставленной задачи в следующей теореме:
Теорема. Если ϕ1, ϕ2 ∈ C4 [0, 1], ϕ3, ϕ4 ∈ C3 [0, 1], ψ1 ∈ C4 [0, 1], ψ2 ∈ C4 [−1,−1/2], ψ3 ∈

C3 [0, 1], ψ4 ∈ C3 [−1, 0], ψ5 ∈ C2 [0, 1], причем выполняется условие согласования ψ1 (1) =
ϕ1 (0), ϕ2 (0) = ψ2 (−1), ψ′4 (0) = −ψ′3 (0), то задача-1 имеет единственное решение.

Эта теорема доказывается методом непосредственно построения решения. Для этого
уравнение (1) перепишем в виде

u1xx − u1y = ω11 (b1x− a1y) + ω12 (x+ y) , (x, y) ∈ G1, (19)

uixx − uiyy = ωi1 (b1x− a1y) + ωi2 (x+ y) , (x, y) ∈ Gj (j = 2, 3), (20)

где введены обозначения u (x, y) = ui (x, y) , (x, y) ∈ Gi

(
i = 1, 3

)
, причем ωi1 (b1x− a1y),

ωi2 (x+ y)
(
i = 1, 3

)
неизвестные пока достаточно гладкие функции, подлежащие опре-

делению.
Исследование проведется сначала в области G2. Записывая решение уравнения (20)

(i = 2), удовлетворяющее условиям (11), (12) и удовлетворяя условиям (8), (9) и (10) по-
сле некоторых выкладок, находим функцию ω21 (b1x− a1y)+ω22 (x+ y). Затем подставляя
записанное решение в (6), (7), имеем соотношения между неизвестными функциями T (x),
N (x) и τ2 (x), ν2 (x). Из этих полученных двух соотношений находим функции τ2 (x) и
ν2 (x). Затем пользуясь условиями склеиваний (11)-(14), приходим к соотношениям меж-
ду неизвестными функциями τ1 (x), ν1 (x), µ1 (x) и θ1 (x). Из этих полученных четырех
соотношений находим функции τ1 (x), ν1 (x), µ1 (x) и θ1 (x). В области G3 задача решается
методом продолжения. В этой области получается одно соотношение между τ3 (y) и ν3 (y).
А в области G1 записывается решение уравнения (17), удовлетворяющего условиям (2),
(10), (14) и дифференцируя это решение по x и устремляя x к нулю, получим второе соот-
ношение между τ3 (y) и ν3 (y). Пользуясь условиям склеивания (15)-(18), получим еще две
соотношения между τ3 (y), ν3 (y), µ3 (y) и θ3 (y). Из этих четырех соотношений находим
эти функции и тем самым – решение поставленной задачи единственным образом.
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Рассматриваются некоторые классы систем неавтономных дифференциальных и раз-
ностных уравнений с запаздыванием. Используя функционалы Ляпунова – Красовского
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специального вида, установлены оценки решений этих систем на правой полуоси. Полу-
ченные оценки позволяют сделать вывод об устойчивости решений. В случае асимптоти-
ческой устойчивости указаны оценки на области притяжения и оценки, характеризующие
скорость стабилизации решений на бесконечности. Работа продолжает наши исследова-
ния устойчивости решений неавтономных уравнений с запаздывающим аргументом (см.,
например, [1–9]).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 19-01-00754).
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Для уравнения Геллерстедта с сингулярным коэффициентом доказаны теоремы един-
ственности и существования решения задачи с локальными и нелокальными условиями
на частях граничной характеристики и с разрывными условиями склеивания на линии
вырождения.

Введение. Пусть Ω− конечная односвязная область комплексной плоскости z = x+iy,
ограниченная при y > 0 нормальной кривой σ0 : x2 + 4(m + 2)−2ym+2 = 1, с концами в
точках A(−1, 0), B(1, 0), а при y < 0 - характеристиками AC и BC уравнения

(signy)|y|muxx + uyy + (β0/y)uy = 0, (1)

где постоянные m > 0, β0 ∈ (−m/2, 1).
Обозначим через Ω+ и Ω− части области Ω, лежащие соответственно в полуплоскостях

y > 0 и y < 0, а через C0 и C1− соответственно точки пересечения характеристик AC и
BC с характеристиками исходящей из точки E(c, 0), где c ∈ I = {x : −1 < x < 1, y = 0} .

В задаче Трикоми [1, c.223] во всех точках граничной характеристики AC задавалась
значение искомой функции, в настояшей работе исследуется корректность задачи, где ха-
рактеристика AC произвольном образом разбивается на две части AC0 и C0C и на первой
части AC0 задается значение искомой функции, а на второй части C0C и параллельной
ей внутренной характеристике EC1 задается условие Бицадзе-Самарского [2].

Задача A. В области Ω требуется найти функцию u(x, y) удовлетворяющую следую-
щим условиям:

1) u(x, y) непрерывна в каждой из замкнутых областей Ω
+ и Ω

− ;
2) u(x, y) принадлежит классу C2 (Ω+) и удовлетворяет уравнению (1) в этой области;
3) u(x, y) является обобщенным решением класса R1 [3, c.35] в области Ω−;
4) на интервале вырождения выполняется общие условия сопряжения [4]

u(x,−0) = a1(x)u(x,+0) + a0(x), x ∈ I, (2)

lim
y→−0

(−y)β0
∂u

∂y
= b1(x) lim

y→+0
yβ0

∂u

∂y
+ b0(x), x ∈ I \ {c}, (3)

причем эти пределы при x → ±1, x → c могут иметь особенности порядка ниже 1 −
2β, где β = (m+ 2β0)/2(m+ 2) ∈ (0, 1/2); 5) выполнены условия

u(x, σ0(x)) = c(x)u(x,+0) + ϕ(x), x ∈ I, (4)

u(x, y) |AC0= ψ(x), x ∈ [−1, (c− 1)/2], (5)

u[θ(x)] = µu[θ∗(x)] + ρ(x), x ∈ [c, 1], (6)

где

θ(x0) =
x0 − 1

2
− i
[

(m+ 2)(x0 + 1)

4

]2/(m+2)

,

θ∗(x0) =
x0 + c

2
− i
[

(m+ 2)(x0 − c)
4

]2/(m+2)

–соответственно аффиксы точек пересечения характеристик C0C ⊂ AC и EC1 с
характеристикой исходяшей из точки (x0, 0), где x0 ∈ [c, 1], a0(x), a1(x), b0(x), b1(x),
c(x), ϕ(x), ψ(x), ρ(x)− заданные достаточно гладкие функции, µ− некоторая постоян-
ная причем ψ(−1) = 0, ρ(c) = = ρ(1) = 0, ϕ(−1) = ϕ(1) = 0. Заметим, что условие
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(4) является условием Бицадзе–Самарского на σ0 и на отрезке вырождения AB, а усло-
вие (6) так же есть условие Бицадзе–Самарского [2] на параллельных характеристиках
C0C ⊂ AC и EC1.

Отметим, что задача A при µ = 0, (ψ((c− 1)/2) = ρ(c)) переходит в задачу Трикоми
с разрывными условиями сопряжения на линии вырождения вида (2) и (3) [4].

Идея исследования задачи A простая: заранее предполагается, что известны величини
u(x,±0) и lim

y→±0
|y|β0 uy на отрезке AB и по этим данным в области Ω− выписывается

известное решение видоизмененной задачи Коши [3, c.34], а в области Ω+, дополнительно в
предположение что известны u(x, y) |σ0 , выписывается решение задачи Дирихле или реше-
ние видоизмененней задачи Хольмгрена [3, c.93], затем эти решения подченяются краевым
условиям и получается нестандартные сингулярные интегральные уравнения Трикоми от-
носительно неизвестной функции ν(x) = lim

y→+0
yβ0 ∂u

∂y
.

Однозначная разрешимость этого уравнения доказывается методом работы [5].
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Муминов У.Б.1, Данияров С.М.
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В данной работе рассматривается задача Коши для дефокусирующего нелинейного
уравнения Шредингера (ДНУШ) с нагруженными членами вида{

pt = −qxx + 2q(p2 + q2) + a(t)p(x0, t)px + b(t)q(x0, t)q,
qt = pxx − 2p(p2 + q2) + a(t)p(x0, t)qx − b(t)q(x0, t)p,

(1)

при начальных условиях

p(x, t)|t=0 = p0(x), q(x, t)|t=0 = q0(x), x ∈ R (2)
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в классе действительных бесконечнозонных π - периодических по x функций:

p(x+ π, t) = p(x, t), q(x+ π, t) = q(x, t), x ∈ R, t ≥ 0,
p(x, t), q(x, t) ∈ C2

x(t > 0)
⋂
C1
t (t > 0)C(t ≥ 0).

(3)

Здесь a(t), b(t) ∈ C([0,∞)) заданные непрерывные ограниченные функции, а x0 ∈ R.
В данной статье предлагается алгоритм построения решения p(x, t), q(x, t),x ∈ R, t >

0, задачи (1)-(3), с помощью обратной спектральной задачи для оператора Дирака:

L(τ, t)y ≡ By′ + Ω(x+ τ, t)y = λy, x ∈ R, t > 0, (4)

где

B =

(
0 1
−1 0

)
, Ω (x, t) =

(
p(x, t) q(x, t)
q(x, t) − p(x, t)

)
, y =

(
y1

y2

)
.

Обозначим через c(x, λ, τ, t) = (c1(x, λ, τ, t), c2(x, λ, τ, t))T и s(x, λ, τ, t) =
= (s1(x, λ, τ, t), s2(x, λ, τ, t))T решения уравнения (4) с начальными условиями
c(0, λ, τ, t) = (1, 0)T и s(0, λ, τ, t) = (0, 1)T . Функция ∆(λ, τ, t) = c1(π, λ, τ, t) + s2(π, λ, τ, t)
называется функцией Ляпунова для уравнения (4).

Корни уравнений ∆(λ, τ, t) = ±2 обозначим через λn(τ, t), она совпадает с собствен-
ными значениями периодической и антипериодической задач y(0, τ, t) = ±y(π, τ, t) для
уравнения (4).

Теперь рассмотрим задачу Дирихле

y1(0, τ, t) = 0 , y1(π, τ, t) = 0, (5)

для уравнения (4). Первая компонента вектор-функции s(x, λ, τ, t) удовлетворяет пер-
вому граничному условию (5), подставляя его на второе граничное условие, получим
s1(π, λ, τ, t) = 0. Решая его относительноλ, находим собственное значение ξn = ξn(τ, t),
n ∈ Z, задачи Дирихле (4), (5). Обозначим через σn(τ, t)знак:σn(τ, t) = sign{s2(π, ξn, τ, t)−
c1(π, ξn, τ, t)}.

Множество {ξn(τ, t), σn(τ, t), n ∈ Z}, называется спектральными параметрами, а набор
{λn(τ, t), ξn(τ, t), σn(τ, t), n ∈ Z}- спектральными данными оператора L(τ, t). Восстановле-
ние коэффициента Ω (x, t) оператора L(τ, t) по спектральным данным называется обрат-
ной задачей. Коэффициент Ω (x, t) - оператора L(τ, t) определяется однозначно по спек-
тральным данным {λn(τ, t), ξn(τ, t), σn(τ, t), n ∈ Z}. Теперь с помощью начальной функций
p0(x + τ),q0(x + τ), τ ∈ R, построим оператор Дирака вида L(τ, 0)y = λy,x, τ ∈ R. Решая
прямую задачу, находим спектральные данные {λn, ξ0

n(τ), σ0
n(τ), n ∈ Z} оператора L(τ, 0).

Отсюда следует, что ξ0
n(τ + π) = ξ0

n(τ), σ0
n(τ + π) = σ0

n(τ), n ∈ Z.
Основной результат настоящей работы содержится в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть пара p(x, t),q(x, t),x ∈ R, t > 0, является решением задачи Ко-
ши (1)-(3). Тогда спектральные данные {λn(τ, t), ξn(τ, t), σn(τ, t), n ∈ Z} оператора L(τ, t)
удовлетворяют аналогу системы уравнений Дубровина:

1) λn(τ, t) = λn, n ∈ Z,

2)
∂ξn(τ, t)

∂t
= 2(−1)nσn(τ, t)hn(ξ){q2(τ, t) + qτ (τ, t) + [p(τ, t) + ξn(τ, t)]2+
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+ξ2
n(τ, t)− a(t)p(x0, t)[p(τ, t) + ξn(τ, t)] +

1

2
b(t)q(x0, t)} (6)

где

hn(ξ) =
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn) ·

√√√√√√√
∞∏

k = −∞
k 6= n

(λ2k−1 − ξn)(λ2k − ξn)

(ξk − ξn)2
(7).

Знаки σn(τ, t) = ±1,n ∈ Z, меняются при каждом столкновении точки ξn(τ, t), n ∈ Z, с
границами своей лакуны [λ 2n−1, λ 2n]. Кроме того, выполняются следующие начальные
условия

ξn(τ, t)|t=0 = ξ0
n(τ) , σn(τ, t)|t=0 = σ0

n(τ) , n ∈ Z, (8)

Следствие 1. Учитывая формулы следов

p(τ, t) =
∞∑

k=−∞

(
λ2k−1 + λ2k

2
− ξk(τ, t)) , q(τ, t) =

∞∑
k=−∞

(−1)k−1σk(τ, t)hk(ξ(τ, t)), (9)

q2(τ, t) + qτ (τ, t) =
∞∑

k=−∞

(
λ2

2k−1 + λ2
2k

2
− ξ2

k(τ, t)), (10)

систему дифференциальных уравнений (6) можно переписать в замкнутой форме.
Следствие 2. Эта теорема дает метод решения задачи (1)-(3). Для этого сначала

найдем спектральные данныеλn, ξ0
n(τ), σ0

n(τ) = ±1, n ∈ Z, оператора L(τ, 0) соответ-
ствующие коэффициентам p0(x + τ), q0(x + τ), τ ∈ R. Обозначим спектральные данные
оператора L(τ, t) черезλn, ξn(τ, t), σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z. Теперь в системе уравнения (6)
с начальным условием (8) положим τ = x0. Решая полученную задачу Коши, находим
ξn(x0, t),σn(x0, t),n ∈ Z. Затем из формулы следов (9), определим функции p(x0, t),q(x0, t).
После этого подставляем эти данные в систему уравнений (6) и решая задачу Коши (6)-
(7) при произвольном значении τ , находим ξn(τ, t), σn(τ, t), n ∈ Z. Из формул следов (9),
определим p (τ, t) и q(τ, t), т.е. решение задачи (1)-(3).
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С ПЕРЕМЕННЫМ

КОЭФФИЦИЕНТОМ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Нуриддинов Ж.З.
Бухарский Государственный Университет, Бухара, Узбекистан;
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В настоящей работе изучается задача определиния функций u(x, t), k(x′, t), x = (x′, xn) ∈
Rn, t > 0 из следующих уравнений:

ut = a(t)∆u+

t∫
0

k(x′, τ)u(x, t− τ)dτ, (1)

u
∣∣∣
t=0

= ϕ(x), (2)

u
∣∣∣
xn=0

= f(x′, t), 0 ≤ t ≤ T, f(x′, 0) = ϕ(x′, 0), (3)

где 4 - оператор Лапласа относительно пространственного переменного x = (x1, ..., xn) :

4 =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i
; Rn

T = {(x, t)|x = (x′, xn) ∈ Rn, 0 < t < T} представляет собой полосу с тол-

щиной T, T > 0 произвольное фиксированное число, a(t) является гладкой функцией и
0 < a0 ≤ a(t) ≤ a1 <∞. для t ∈ [0, T ].

Для заданных функций ϕ(x),f(x′, t) и решения задачи (1) − (3) используются прон-
странства Гелдьдера [1, стр. 16-27] для функций, зависящих только от пространственных
переменных -Hα и для функций, зависящих от пространственных и временной переменной
- Hα,α

2 , α- неотрицательное целое число.
Для решения, поставленная задача (1)−(3) заменяется вспомогательной задачей, в ко-

торой неизвестное ядро k(x′, t), x′ ∈ Rn−1, t > 0 входит в допольнительное условия. Затем
используя формулу, обобщающую формулу Пуассона для решения задачи Коши в слу-
чае урувнения теплопроводности с переменным коэффициентом при лапласиана, получе-
на эквивалентная система интегральных уравнений относительно неизвестных функций.
Применяя метод сжатых отображений [2, стр. 87-97] для последней доказано следующее
утверждение:

Теорема (существование и единственность). Если условия ϕ(x) ∈ H l+6 (Rn) ,
|ϕ(x)| ≥ ϕ0 = const > 0 f(x′, t) ∈ H l+4,(l+4)/2

(
R̄n−1
T

)
, l ∈ (0, 1), f(x′, 0) = ϕ(x′, 0), ft(x

′, 0) =
4ϕ(x′, 0) выполняются, то существует достаточно малое число T > 0, такое, что
решение задачи (1)-(3) в классе функций {u(x, t) ∈ H l+4,(l+4)/2

(
R̄n
T

)
, k(x′, t) ∈ H l,l/2

(
R̄n
T

)
существует и единственно.

Среди работ посвященных обратным задачам определения ядра интегро-диф-
ференциального уравнения теплопроводности, отметим [3], [4], в которых исследованы
близкие к рассмотренной в этой работе задачи.
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Основная цель данной работы Џ исследование существования и единственности реше-
ния нелокальной задачи для вырождающегося уравнения смешанного типа. Рассматрива-
ется параболо-гиперболическое уравнение с дробной производной Капута. Единственность
решения доказана методом интегральной энергии с использованием необходимых свойств
гипергеометрических функций и интегро-дифференциальных операторов дробного поряд-
ка. Существование доказывается методом интегральных уравнений.

В настоящей работе исследуется краевая задача для уравнений параболо-
гиперболического типа

0 =

{
uxx − CD

α
oyu, y > 0,

(−y)muxx − xnuyy, y < 0,
(1)

0 < α < 1, m, n = const > 0, с операторами:

CD
α
oyu =

1

Γ(1− α)

y∫
0

(y − t)−αut(x, t)dt,

в области Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ I1. Ω1− область,ограниченная отрезками: A1A2 = {(x, y) : x =
0, 0 < y < h2}, A1B1 = {(x, y) : y = 0, 0 < x < h1}, B1B2 = {(x, y) : x = h1, 0 < y < h2},
A2B2 = {(x, y) : y = h2, 0 < x < h1}, при y > 0, а Ω2− характеристический треугольник,
ограниченный отрезком A1B1 оси x и двумя характеристиками A1C : 1

q
xq − 1

p
(−y)p =

0, B1C : 1
q
xq + 1

p
(−y)p = 1, уравнения (1) выходящими из точек A1 (0; 0), B1 (h1; 0) ,

пересекающимися в точке C
((

q
2

)1/q
, −
(
p
2

)1/p
)

при y < 0. Здесь 2q = n + 2, 2p = m + 2,

h1 = q1/q, h2 > 0, m > n.
Введем следующие обозначения: Ω+ = Ω ∩ (y > 0), Ω− = Ω ∩ (y < 0), I1 =

{(x, y) : 0 < x < h1, y = 0} , I2 = {(x, y) : x = 0, 0 < y < h2} , 2α1 = n/(n + 2), 2β1 =
m/(m+ 2) причем 0 < α1 < β1 < 0.5,

F0x

[
a, b
c, xk

]
f(x) =

1

Γ(c)

x∫
0

f(t)(xk − tk)c−1F

(
a, b, c,

xk − tk

xk

)
ktk−1dt, k > 0, c > 0,

где Γ(z)- Гамма функция, F (a, b, c; z)- гипергеометрическая функция Гаусса, F0x [...] -
известный оператор, введенный в [1]. В области Ω для уравнения (1) исследуется сле-
дующая



246

Задача БС. Требуется определить функцию u(x, y), обладающую следующими из
класса:
1) ∆ =

{
u(x, y) : u(x, y) ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω−), uxx ∈ C (Ω+) , CD

α
oyu ∈ C (Ω+)

}
;

2) u(x, y) удовлетворяет уравнению (1) в областях Ω1 и Ω2;
3) y1−αuy ∈ C(Ω1), uy ∈ C(Ω2), причем эти функции непрерывны вплоть до границы A1B1.
Кроме того на A1B1 выполняется условие склеивания

lim
y→+0

y1−αuy(x,+0) = λ1(x)uy(x,−0) + λ2(x)u(x, 0) + λ3(x), (x, 0) ∈ A1B1;

причем ν±(x) может иметь особенность порядка меньше единицы при x→ 0 и ограничена
при x→ h1;
4) u(x, y) удовлетворяет краевым условиям:

[γ1ux(x, y) + γ2u(x, y)]
∣∣
A1A2

= ϕ1(y), 0 6 y 6 h2,

[δ1ux(x, y) + δ2u(x, y)]
∣∣∣B1B2

= ϕ2(y), 0 6 y 6 h2,

d

d (x2q)

(
x2q
) 1−α1−β1

2 Fox

 α1 + β1 − 1

2
,

α1 + β1

2
β1, x2q

 (x2q
) 2α1−1

2 u [θ(x)] =

= a(x)uy(x, 0) + b(x), 0 < x < h1,

где γ1, γ2, δ1, δ2 = const, и λi(x) i = 1, 3 , ϕ1(y), ϕ2(y), ã(x) = a(x1/2q), b̃(x) = b(x1/2q) -
заданные функции, F0x [...] и обобщенный интегральной оператор дробного порядка [1], а

θ(x) =

(
xq

2

)1/q

− i
(
p

q

xq

2

)1/p

точка пересечения характеристик уравнения (1) выходящих из точек (x, 0) ∈ I1, с харак-
теристикой AC.
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Краевая задача для одного нелинейного уравнения смешанного типа
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государственный университет
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Известно, что в современной теории дифференциальных уравнений с частными про-
изводными важное место занимают исследования уравнений смешанного типа. Практи-
ческий интерес к данной области связан с применением уравнений смешанного типа в
газовой динамике трансзвуковых течений, в математической биологии, в теории лазер-
ного излучения, в теории упругости, в теории оболочек, в теории плазмы, в теории рас-
пространения электромагнитного поля в неоднородной среде и других разделах науки и
техники.
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Рассмотрим уравнение

|y|kuxx + sign(xy)|x|kuyy = f(x, y, u), k > 0. (1)

Пусть Ω− конечная односвязная область плоскости xy, ограниченная кривой Жор-
дана σ с концами в точках A(1; 0) B(0; 1), лежащей на первом квадрате x > 0, y > 0 и
характеристиками

BC : (−x)p + yp = 1, CD : x+ y = 0, DA : xp + (−y)p = 1

уравнение (1), где 2p = k+ 2. Эллиптическую часть области обозначим через Ω1, а гипер-
болические - через Ω2 и Ω3. Пусть A(x0, 0) и B(0, y0) произвольные точки отрезков OA и
OB соответственно. Под A0P1, A0P2 и B0E1, B0E2 будем понимать характеристики

xp + (−y)p = x0, xp − (−y)p = x0,

(−x)p + yp = y0, (−x)p − yp = y0

уравнение (1), соединяющие точки A(x0, 0)(0 ≤ x0 ≤ 1) и B(0, y0)(0 ≤ y0 ≤ 1) с точками

P1

{(x0

2

) 1
p
,−
(x0

2

) 1
p
}
, P1

{(x0 + 1

2

) 1
p

,−
(

1− x0

2

) 1
p}
,

E1

{(y0

2

) 1
p
,−
(y0

2

) 1
p
}
, P1

{(y0 + 1

2

) 1
p

,−
(

1− y0

2

) 1
p}
.

Через Ω∗ обозначим область, ограниченную контуром AσBE2B0E1OP1A0P2A.
Определение: регулярным решением уравнения (1) в области Ω будем называть

функцию U(x; y), непрерывную в замкнутой области Ω̄, имеющую непрерывные произ-
водные до второго порядка включительно в области Ω и удовлетворяющую уравнению
(1).

Задача Г. Найти регулярное решение уравнение (1) в области Ω∗ при xy 6= 0, обла-
дающие следующими свойствами:

1)u(x; y) ∈ C(Ω∗) ∩ C2(Ω∗);
2)∂u

∂x
|x=0 и ∂u

∂y
|y=0 могут обращаться в бесконечность порядка меньше 1 в точке

O(0; 0), A(1; 0) B(0; 1);
3)u(x; y) удовлетворяет краевым условиям:
u|σ = ϕ(ξ) (ξ− точка контура σ), (2){

u|A0P1 = ψ1(x), x ∈ Ī1; u|A0P2 = ψ2(x), x ∈ Ī2,

u|B0E1 = ψ3(y), y ∈ Ī1; u|B0E2 = ψ4(y), y ∈ Ī4,
(3)

где

I1 =

((x0

2

) 1
p
< x < x0

)
, I2 =

(
x0 < x <

(
x0 + 1

2

) 1
p

)
,

I3 =

((y0

2

) 1
p
< y < y0

)
, I4 =

(
y0 < y <

(
y0 + 1

2

) 1
p

)
,

и ϕ, ψ1, ψ2, ψ3, ψ4− заданные функции.
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В данном сообщении при определенных ограничениях на заданные функции доказана
однозначная разрешимость задачи Г.

Следует отметить, что в данной работе с помощью методом последовательных при-
ближений [1-3] доказаны существование решения задачи, получены определенную оценку
для решение u(x, y) и существенно расширен класс рассматриваемых функций f(x, y, u).
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ ДЛЯ
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Расулов М.С.1, Норов А.К.2

Институт Математики , Ташкент, Узбекистан
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2norov@mathinst.uz

В работе рассматривается задача со свободной границей для системы параболических
уравнений реакции-диффузии: требуется найти функции s(t), u(t, x), v(t, x) удовлетворя-
ющие условиям

ut − d1uxx −mxux = u(m(x)− u− kv), (t, x) ∈ D, (1)

vt − d2vxx −mxvx = v(m(x)− v − hu), (t, x) ∈ Q, (2)

u(0, x) = u0(x), 0 ≤ x ≤ s0 = s(0), (3)

v(0, x) = v0(x), 0 ≤ x <∞, (4)

ux(t, 0) = vx(t, 0) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (5)

u(t, x) = 0, 0 ≤ t ≤ T, s(t) ≤ x <∞, (6)

u(t, s(t)) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (7)

ṡ(t) = −µem(s(t))ux(t, x), 0 ≤ t ≤ T, (8)

где D = {(t, x) : 0 < t ≤ T, 0 < x < s(t)}, Q = {(t, x) : 0 < t ≤ T, 0 < x < +∞} , s(t)–
свободная (неизвестная) граница определяется вместе с u (t, x), v (t, x); d1, d2, k, h, µ,
ρ – положительные постоянные, положительная функция m(x) удовлетворяет m(x) ∈
C1[0, s(t)]. Функции u0(x), υ0(x) удовлетворяют условиям:

u0(x), υ0(x) ∈ C1+α(0, s0), u0(x) > 0 в [0, s0], υ0(x) > 0 в (0, s0),
u0(0) = v0(0) = 0, u0(s0) = v0(s0) = 0, u′0(s0) < 0, v′0(s0) < 0.
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Задачу (1)-(8) можно рассматривать как описывающую распространение двух взаимо-
действующих видов с плотностью (u(t, x), v(t, x)) по месту обитания.

Исследования проводятся по следующей схеме. Сначала устанавливаются двусторон-
ние оценки для u (t, x), υ(t, x) и ṡ(t), а затем оценки для |·|1+α, |·|2+α. При этом воспользуем-
ся результатами работы [1-2]. Далее, доказаны теоремы существование и единственности,
а также исследованы некоторые качественные свойства решении [3].
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ГИПЕРБОЛИК ТИПДАГИ ТЕНГЛАМА УЧУН КОШИ МАСАЛАСИ
Расулов Х.Р.1, Ахмедов О.С2.

Бухоро давлат университети, Бухоро, Ўзбекистон
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Хусусий ҳосилали дифференциал тенгламалар назариясининг муҳим ва жадал ривож-
ланиб бораётган йўналишларидан бири аралаш типдаги тенгламалар соҳаси ҳисобланади.
Иккинчи томондан бу тенгламаларнинг ечимлари механика, физика ва техника масала-
ларида кенг кўламли тарзда татбиқ этилиши амалиётда катта қизиқиш уйғотади.

Битта ва иккита бузилиш чизиғига эга бўлган аралаш типдаги тенгламалар учун чега-
равий масалалар Ф.Франкль, А.Чаплыгин, А.В.Бицадзе, А.Самарский, М.Салохитдинов,
Т.Джураев ва уларнинг ўқувчилари томонидан ўрганилган. Иккита перпендикуляр бузи-
лиш чизиғига эга бўлган аралаш типдаги квазичизиқли тенгламалар эса кам ўрганилган
[1,2].

Аралаш типдаги тенгламалар деб қаралаётган соҳанинг бир қисмида эллиптик, иккин-
чи қисмида гиперболик типга тегишли бўђлган тенгламаларга айтилади, уларни ажратиб
турувчи чизиқда (бузилиш чизиғи) эса тенглама параболик типга тегишли ёки аниқлан-
маган бўлиши мумкин.

Хусусий ҳосилали дифференциал тенгламалар назариясида бузилиш чизиғига (тен-
гламанинг типи ўзгаради) эга ва сингуляр коэффициентли квазичизиқли гиперболик тип-
даги тенгламалар муҳим роль ўйнайди. Ушбу мақолада y = 0 ўқининг ОА кесмаси ва
OD: x + y = 0, DA: хp + (−y)p= 1, 2p = m + 2 характеристикалар билан чегараланган Ω
- соҳада

−(−y)mUxx + xmUyy +
α

x
Ux +

β

y
Uy = f (x, y, U) , αup,βup,m = const > 0

тенгламани қараймиз.
Таъриф: Берилган тенгламани қаноатлантирувчи U(x, y) ∈ C

[
Ω
]
∩C2 [Ω ] функцияга

тенгламанинг регуляр ечими деб аталади.
Коши масаласи: тенгламани қуйидаги бошланғич шартларни

U (x, 0) = τ (x) , 0 ≤ x ≤ 1,
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lim
y→−0

(−у)βU
y

(x, y) = ν (x) , 0 < x < 1

қаноатлантирувчи регуляр ечимини топинг, τ(x) ва ν (x)− берилган функциялар, бунда
τ (x) ∈ С [0, 1]∩C2 (0, 1) , ν (x) ∈ С(0, 1]∩C2(0, 1) ва ν (x) - О(0,0) нуқтада 2/(m+2) тартибли
иккинчи тур узилишга эга бўлиши мумкин.

Айтиш жоизки, аксарият мақолаларда, хусусан [1] ва [2] илмий ишларда тенгламанинг
ечими мавжудлигини кўрсатишда кетма-кет яқинлашиш принципидан фойдаланилганли-
ги сабабли, f (x, y, U) ва f (x, y, U, Ux, Uy) функция ва унинг U, Ux, Uy аргументлари
бўйича ҳосилаларининг абсолют қийматларини маълум бир сондан кичик бўлиши талаб
қилинади.

Мазкур ишда тенгламанинг ечими мавжудлигини исботлашда юқоридаги ишлар-
дан фарқли ўлароқ, Шаудер принципидан фойдаланилади. Натижада, ўнг томондаги
f (x, y, U) функция синфи кенгайтирилиб ва α, β, m− ўзгармасларга маълум шартлар
қўйилиб, тенгламанинг ягона ечимга эга бўлиши исботланилган.
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Одним из важнейших классов уравнений с частными производными являются так
называемые уравнения смешанно-составного типа. Впервые в работах А.В.Бицадзе и
М.С.Салахитдинова[1] поставлен и исследован ряд задач для модельного уравнения
смешанно-составного типа видов.

После этих работ краевые задачи для модельных уравнений смешанно-составного
типа, главная часть которых содержит операторы эллиптико-гиперболического, пара-
боло-гиперболического и эллиптико-параболического типов, были исследованы в рабо-тах
М.С.Салахитдинова [2], Т.Д.Джураева [3-4] и их учеников.

Начиная с работ [5-6] в теории уравнений параболического типа появилось новое на-
правление, в котором рассматриваются краевые задачи для вырождающегося урав-нения
параболического типа.

Насколько нам известно, краевые задачи для уравнения параболо-гиперболичес-кого
типа с одной линией вырождения второго и третьего порядков изучены, сравни-тельно
мало. Отметим работы Б.Исломова и Ф. Хасанова [7], Б.И. Исломова и З.С. Мадрахимовой
[8].
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Данная работа посвящена постановке и исследованию локальной краевой задачи для
уравнения параболо-гиперболического типа третьего порядка, вырождаю-щегося в внутри
области.

Рассмотрим уравнение

0 =
∂

∂y
(Lu) , (1)

где

Lu ≡


x
∂u2

∂x2
+ α

∂u

∂x
− ∂u

∂y
, (x, y) ∈ Ω0,

∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
, (x, y) ∈ Ωj, (j = 1, 2),

0 < α < 1. (2)

Здесь Ω0− область, ограниченная отрезками AB,BB0, B0A0, A0A прямых y = 0, x = 1, y =
1, x = 0 соответственно; a Ω1− характеристический треугольник, ограниченный отрезком
AB оси x и двумя характеристиками

AC : x+ y = 0, BC : x− y = 1

уравнения (1), выходящими из точек A и B, пересекающимися в точке C
(

1
2
,−1

2

)
, Ω2−

характеристический треугольник, ограниченный отрезком AA0 оси y и двумя характе-
ристиками AD : x + y = 0, A0D : y − x = 1 уравнения (1), выходящими из точек A и
A0,пересекающимися в точке D

(
−1

2
, 1

2

)
.

Введем обозначения:
Ω = Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω2 ∪ I1 ∪ I2,

I1 = {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0}, I2 = {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1}.
Задача B. Требуется найти функцию u(x, y), обладающую следующими свойст-вами:
1) u(x, y) ∈ C(Ω̄) ∩ C 1(Ω);
2) u(x, y) ∈ C2,1

x,y(Ω0)∩C2,2
x,y(Ω1∪Ω2) и удовлетворяет уравнения (1) в области Ωi (i = 0, 2);

3) ux, uy− непрерывны вплоть до AD; 4) на интервале I1 и I2 соответственно имеет
место условие сопряжения

lim
y→−0

uy(x, y) = lim
y→+0

uy(x, y), (x, 0) ∈ I1, lim
x→−0

ux(x, y) = lim
x→+0

ux(x, y), (0, y) ∈ I2;

5) u(x, y) удовлетворяет краевым условиям

u(x, y)|AC = ψ1(x), 0 6 x 6
1

2
, u(x, y)|A0B0

= ψ2(x), 0 6 x 6 1,

u(x, y)|AD = ϕ1(y),
∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
AD

= ϕ2(y), 0 6 y 6
1

2
,

u(x, y)|BB0
= ϕ3(y), 0 6 y 6 1,

где n− внутреннaя нормаль, ϕk(y) (k = 1, 3), ψj(x) (j = 1, 2)− заданные функции, причем

ϕ1 (0) = ψ1 (0) , ψ2 (1) = ψ3 (1) , (3)

ϕ3(y) ∈ C[0, 1] ∩ C1(0, 1), ϕ2 (y) ∈ C
[
0;

1

2

]
∩ C2

(
0;

1

2

)
, (4)
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ψ1(x) ∈ C1

[
0;

1

2

]
∩ C3

(
0;

1

2

)
, ϕ1(y) ∈ C1

[
0;

1

2

]
∩ C3

(
0;

1

2

)
, (5)

ψ2 (x) ∈ C [0; 1] ∩ C2 (0; 1) , (6)

а функции ψ′′′1
(
x
2

)
,
(
ϕ′′′1

(
y
2

))
могут обращаться в бесконечность порядка меньше α0 на

концах интервала I1 (I2) .
Справедливо следующая
Теорема. Если выполняются условия (2) - (6), то в области Ω существует единст-

венное решение задачи B.
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ГЕЛЛЕРСТЕДТА С
СИНГУЛЯРНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ

Рузиев М.Х.
Институт Математики АН РУз., Ташкент, Узбекистан

mruziev@mail.ru

Рассмотрим уравнение

signy|y|muxx + uyy +
β0

y
uy = 0, (1)

в области D = D+∪D− ∪ I комплексной плоскости z = x + iy, где D+ - первый квадрант
плоскости, D− - конечная область четвертый квадрант плоскости, ограниченная характе-
ристиками OC и BC уравнения (1) выходящими из точек O(0, 0), B(1, 0) и отрезком OB
прямой y = 0, I = {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0}. В (1) m,β0 - некоторые действительные
числа, удовлетворяющее условиям m > 0, −m

2
< β0 < 1.
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Введем обозначения: I0 = {(x, y) : 0 < y < ∞, x = 0}, I1 = {(x, y) : 1 ≤ x < ∞, y = 0},
C0 и C1 - соответственно точки пересечения характеристик OC и BC с характеристикой
исходящей из точки E(c, 0), где c ∈ I- произвольное фиксированное число.

Пусть q(x) ∈ C1[c, 1] - диффеоморфизм из множества точек отрезка [c, 1] в множество
точек отрезка [0, c], причем q′(x) < 0, q(1) = 0, q(c) = c. В качестве примера такой функции
приведем линейную функцию q(x) = k(1− x), где k = c

1−c .
Задача GF. Найти в области D функцию u(x, y) со свойствами: 1)u(x, y) ∈ C(D̄) где

D̄ = D̄− ∪D+ ∪ Ī0 ∪ Ī1;
2) u(x, y) ∈ C2(D+) и удовлетворяет уравнению (1) в этой области;
3) u(x, y) является обобщенным решением класса R1 [1] в области D−;
4) выполняется равенства

lim
R→∞

u(x, y) = 0, R2 = x2 +
4

(m+ 2)2
ym+2, x ≥ 0, y ≥ 0;

5) u(x, y) удовлетворяет краевым условиям

u(0, y) = ϕ(y), y ≥ 0,

u(x, 0) = τ1(x), x ∈ Ī1,

xβD1−β
0,x u[θ(x)] = µ(x)(x− c)βD1−β

c,x u[θ?(x)] + ψ(x), c < x < 1,

u(q(x), 0) = µ0u(x, 0) + f(x), c ≤ x ≤ 1,

и условию сопряжения

lim
y→+0

yβ0
∂u

∂y
= lim

y→−0
(−y)β0

∂u

∂y
, x ∈ I \ {c},

причем эти пределы при x = 0, x = 1, x = c могут иметь особенности порядка ниже 1−2β,
где β = m+2β0

2(m+2)
, f(x) ∈ C[c, 1]∩C1,δ1(c, 1), f(1) = 0, f(c) = 0, µ(x), ψ(x) ∈ C[c, 1]∩C1,δ2(c, 1),

ψ(c) = 0, µ0- const, τ1(x) ∈ C(Ī1), причем функцию τ1(x) в окрестности точке x = 1 предста-
вима в виде τ1(x) = (1−x) ˜τ1(x), τ1(x) ∈ C(Ī1), и при достаточно больших x удовлетворяет
неравенству |τ1(x)| ≤ M

xε
, ε,M - положительные константы, τ1(x) - удовлетворяет условию

Гельдера на любом отрезке [1, N ], N > 1, ϕ(y) ∈ C(I0), y
3m+2β0

4 ϕ(y) ∈ L(0,∞), ϕ(y) удо-
влетворяет условию Гельдера на любом отрезке [0, N ], N > 0, ϕ(∞) = 0, ϕ(0) = 0, D1−β

0,x

и D1−β
c,x - операторы дробного дифференцирования в смысле Римана-Лиувилля, точка-

ми пересечения характеристик C0C(EC1) с характеристикой, исходящей из точки (x0, 0),

x0 ∈ (c, 1), являются θ(x0) = x0

2
− i
(
m+2

4
x0

) 2
m+2 , θ?(x0) = x0+c

2
− i
(
m+2

4
(x0 − c)

) 2
m+2 .

В работе [2] в ограниченной области была исследована задача, где граничная характе-
ристика была произвольным образом разбита на два куска и на первом куске задавалось
условие Трикоми, и на втором куске и параллельной ей характеристике -условие Бицадзе-
Самарского. Данная работа, посвященная исследованию задачи в бесконечной области,
отличается от [2] тем, что здесь характеристика OC0 свобождена от краевого условия,
которое заменено аналогом условия Франкля на отрезке линии вырождения.

Теорема 1. Пусть выполнены условия ϕ(y) ≡ 0, ψ(x) ≡ 0, f(x) ≡ 0, τ1(x) ≡ 0,
0 < µ0 < 1, µ(x) ≤ 0. Тогда задача FBS имеет лишь тривиальное решение.

Теорема 2. Пусть выполнены условия q(x) = k(1 − x), 0 < µ0 < 1, µ(x) ≤ 0, где
k = c/(1− c). Тогда решение задачи FBS существует.
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Пусть R3− вещественное трехмерное евклидово пространство,

x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ∈ R3, x′ = (x1, x2), y′ = (y1, y2) ∈ R2,

s = α2 = |y′ − x′| = (y1 − x1)2 + (y2 − x2)2, r2 = s+ (y3 − x3)2 = |y − x|2,

Ω− ограниченная область в R3, с кусочно-гладкой границей ∂Ω, состоящей из плоскости
y3 = 0(обозначим через T ) и гладкой поверхности S Ляпунова, лежащей в полупростран-
стве y3 > 0,Ω = Ω

⋃
∂Ω, ∂Ω = T ∪ S, обозначим. F (x) = (F1(x), F2(x), F3(x))− лапласово

векторное поле в Ω , краевое значение ϕ(x) непрерывной по Гельдеру.
Постановка задачи (з а д а ч а К о ш и). Известны данные Коши решения системы

([1], с. 136-139)

∆F (x) = 0, x ∈ Ω, (1)

rotF (x) = 0, x ∈ Ω (2)

на поверхности S :
F (y) = ϕ(y), y ∈ S, (3)

где ϕ(y) = (ϕ1(y), ϕ2(y), ϕ3(y))− заданная на S непрерывная вектор-функция по Гельдеру.
Требуетcя восстановить лапласово поле F (x) в Ω, исходя из заданной ϕ, т. е. решить задачу
аналитического продолжения в трехмерном евклидовом пространственной ограниченной
области по ее значениям на гладком куске S границы.

Задача Коши для системы уравнений (1), как и многие задачи Коши для нахождения
регулярных решений эллиптических уравнений и систем, в общем случае оказывается
неустойчивой относительно равномерно малых изменений начальных данных. Таким об-
разом, эта задача некорректно поставлены ([2], с.39).
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ДЕМПФИРОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ СТРУКТУРНО- НЕОДНОРОДНЫХ
МНОГОСЛОЙНЫХ ПЛАСТИН (ОБОЛОЧЕК),

ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ СО СРЕДОЙ

Сафаров И.И.1, Алмуратов Ш.Н.1, Аблокулов Ш.З.1, Ахмедов М.Ш.2,
Умаров А.О.2
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Рассмотриваются колебания диссипативно- неоднородных многослойных оболочек (пла-
стин), взаимодействующих со средой. Рассмотривая колебания трехслойной пластины,
связанной с упругим инерционным основанием Винклера составляются уравнения движе-
ния. Частотное уравнение решена методом Мюллера. Результаты показывают, что нали-
чие внешней среды практически не влияет на частоты крутильных колебаний. Частота
крутильных колебаний ограничена (постоянна), при высоких частотах и жестких средах
она резко возрастает.

В промышленности слоистые конструкции используются в качестве элементов
корпусов космических и авиационных аппаратов, строительных панелей, электронных
плат, машиностроительных элементов и др. Колебания трехслойных тел в диссипативно-
однородном случае, рассмотрены в работах.

Рассмотрим колебания диссипативно- неоднородных трҷхслойных (или двухслой-
ных) оболочек (или пластин), взаимодействующих со средой. Уравнения движения по-
лучены используя принцип Эйлера-Лагранжа. Ставятся граничные условия жесткого за-
крепления.

В слоях трехслойного пластинчатого (или цилиндрического) тела напряжения с
деформациями связаны законом Гука.

На внешние поверхности пластинок воздействует распределенная сила и реакция
среды.

Задача определения неизвестных функций перемещений замыкается присое-
динением к системе уравнений краевых условий.

Для получения решения воспользуемся методом Бубнова - Галеркина. При решении
системы (при собственных колебаниях) применим метод замораживания. Тогда вместо
системы уравнений в частных производных, содержащие интегралы, получим систему
уравнений в полных дифференциалах с комплексными коэффициентами

При собственных колебаниях решение ищется в виде экспоненциальной функции
от чисто мнимого аргумента. При исследовании затухающих колебаний в упругих од-
нородных слоистых средах определяются частоты. Для этого составлено уравнение ча-
стот (трансцендентное уравнение). Для вычисления корней трансцендентного уравнения
с комплексными параметрами применяли метод Мюллера. Для расчета коэффициентов
затухания и действительных частей частот составлена программа на языке С++. Задача
приведена к задаче определения собственных чисел.

Собственные векторы вычисляются по найденным частотам. Рассмотрим колебания
трехслойной пластины, связанной с упругим инерционным основанием Винклера с учетом
вязких свойства взаимодействия основания с пластинчатой системой.

Численные результаты получены для свободно опирающейся трехслойной цилин-
дрической оболочки (Д16Т-фторопласт), находящейся в безынерционной среде Винклера.
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За ядра релаксации принимали трехпараметрическое ядро Ржаницына -Колтунова. Кор-
ни частотного уравнения определяются методом Мюллера. За начальное приближение
выбирали частоты собственных колебаний упругой системы.

Результаты расчетов, когда не учитываются реологические свойства материалов (для
упругих механических систем), сравниваются с результатами, полученными Д.В. Леонен-
ко. Результаты отличаются с разницей до 10 %. Результаты показывают, что наличие
внешней среды практически не влияет на частоты крутильных колебаний. Частота кру-
тильных колебаний ограничена (постоянна), при высоких частотах и жестких средах она
резко возрастает.

ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОДНОМЕРНОГО ЯДРА
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ НА ОТРЕЗКЕ

Сафаров Ж.Ш.
Институт Математики имени В.И Романовского АН РУз, Ташкент,Узбекистан

j.safarov65@mail.ru

Рассматривается интегро-дифференциальное уравнение

utt − uxx =

t∫
0

k(t− θ)u(x, θ) dθ, x ∈ (0, l), t > 0 (1)

с начальными
u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, (2)

и граничными условиями

ux|x=0 = δ′(t), ux|x=l = 0, t > 0 (3)

Здесь δ′(t)− производная дельта функции Дирака. В обратной задаче требуется найти
функцию k(t) ∈ C(0,∞), если относительно решения прямой задачи (1)–(3) известно до-
полнительная информация:

u(0, t) = f(t), t ≥ 0 (4)

Определение. Функция k(t) ∈ C[0,∞) (из класса непрерывных функций) называет-
ся решением обратной задачи (1)-(4), если соответствующее ей решение задачи (1)-
(3) u(x, t) ∈ D′(D) (из класса обобщенных функции) удовлетворяет условию (4) при
f(t) ∈ D′[0,∞).

В обратных задачах имеются теоремы существования и единственности для достаточно
малых областей определения неизвестных коэффициентов, т.е. для таких задач разреши-
мость носит локальный характер. Связанно это явление с нелинейностью задачи.Однако
в задачах определения ядра интегрального члена в гиперболических уравнениях второго
порядка, где нелинейность носит сверточный характер, удается получить глобальные тео-
ремы существования в пространстве непрерывных функций с экспоненциальным весом. С
современным состоянием теории обратных задач для гиперболических уравнений можно
ознакомиться в [1].

Основным результатом данной работы является следующая теорема глобальной, одно-
значной разрешимости обратной задачи.
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Теорема. Пусть выполнены условия

f̃(t) ∈ C2(0, l), f̃(+0) = 0 f̃ ′(+0) = 0,

тогда для любого фиксированного l > 0, существует единственное решение обратной
задачи (1)-(4) и k(t) ∈ C(0, 2l).

Здесь функция f̃(t) связана с функцией f(t) формулой f(t) = −δ(t) + H(t)f̃(t), где
f̃(t)−регулярная функция, H(t)− функция Хевисайда.
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О СПЕКТРЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ
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Исследуется линейная устойчивость аналога течения Пуазейля сдвиговое течение в бес-
конечном плоском канале для случая несжимаемой вязкоупругой полимерной жидкости,
рассматривается базовая реологическая модель Покровского-Виноградова.

divu = ux + vy = 0, (1)

.

du

dt
+ px =

1

Re

{
(a11)x + (a12)y

}
, (2)

dv

dt
+ py =

1

Re

{
(a12)x + (a22)y

}
. (3)

da11

dt
− 2A1ux − 2a12uy +KIa11 = −β

(
a2

11 + a2
22

)
, (4)

da12

dt
− A1vx − A2uy + K̃Ia12 = 0, (5)

da22

dt
− 2A2vy − 2a12vx +KIa22 = −β

(
a2

12 + a2
22

)
, (6)

В область G

G =
{

(t, x, y) | t > 0, (x, y) ∈
∏

= {(x, y)||x |<∞, 0 < y < 1}
}
,

необходимо найти решение линейной системы,

Ut + B̂Ux + ĈUy + R̂U + F = 0, (7)

∆Ω =
1

Re

{
σxx + 2 (a12)xy

}
− 2ω̂vx. (8)



258

При выполнении краевые условия в границах области G

u|y=0 = v|y=0 = u|y=1 = v|y=1 = 0, (9)

Ωy =
1

Re
(a12)x при y = 0, 1; (10)

‖U(t, x, y)‖ = (U,U)
1
2 → 0, p(t, x, y)→ 0, px(t, x, y)→ 0 при |x| → ∞ (11)

и начальные данные
U |t=0 = U0(x, y), p|t=0 = p0(x, y). (12)

Теперь применения преобразования Фурье по переменной x,
Система (6) преобразуется следующим образом:

Ut + C̃Uy + (−iξB̃ + R̂)U + F = 0, 0 < y < 1, (13)

Исследуется поведение спектра при возрастании по модулю параметра, двойственного при
преобразовании Фурье по отношению к переменной, меняющейся вдоль стороны канала.
И определена спектра иметь следуюшие вид:

s = iξû+ 3
√
Q(y)ξ

2
3 +R(y)ξ

1
3 + . . . (14)

Замечание 4. Суть разложения (13) заключается в следующем: |ξ| −→ ∞ хотя бы для
одного корня Res −→ ∞ Cледовательно, основным решением нашей смешанной задачи
является линейная неустойчивость.

В работе рассмотрена о спектре задачи для системы интегро-диффе-ренциальных урав-
нений. Для базовой модели Покровского-Виноградова исследована линейная устойчивость
аналога течения Пуазейля, характеризующего течение несжимаемой вязкоупругой поли-
мерной жидкости в плоском бесконечном канале.Найдено экспоненциальное решение воз-
растающей по времени формы амплитуды, гарантирующее линейную неустойчивость вы-
бранного базового решения.
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В данной работе с использованием результатов работ [1-3] изучаются однозначная раз-
решимость обобшенного решения одной периодической краевой задачи для трехмерного
уравнения Трикоми в призматической неограниченной области.
В области

Q = (−1, 1)× (0, T )× R =

= Q 1 × R = {(x, t, z);x ∈ (−1, 1), 0 < t < T < +∞, z ∈ R},

рассмотрим уравнение Трикоми:

Lu = xutt −∆u+ a (x, t)ut + c (x, t)u = f (x, t, z), (1)

где ∆u = uxx+uzz- оператор Лапласа . Пусть все коэффициенты уравнения (1) достаточно
гладкие функции в области Q.
Периодическая краевая задача. Найти обобщенное решение u(x, t, z) уравнения (1) из
пространства W 2,3

2 (Q), удовлетворяющее следующим краевым условиям

Dp
t u|t=0 = Dp

t u|t=T , (2)

Dp
x u|x=−1 = Dp

x u|x=1 , (3)

при p = 0, 1, где D p
tu = ∂ pu

∂ t p
, D 0

t u = u.
Определение. Обобщенным решением задачи (1)-(3) будем называть функцию
u(x, t, z) ∈ W 2,3

2 (Q), удовлетворяющее почти всюду уравнению (1) с условиями (2)-(3).
Здесь через W l,s

2 (Q), обозначено гильбертово пространство с нормой

‖u‖2

W l,s
2 (Q)

= (2π)−1/2 ·
+∞∫
−∞

(1 + |λ|2)s · ‖û(x, t, λ)‖2
W l

2(Q1) dλ, (A)

где W l
2(Q1) пространства Соболева, s, l− любые конечные положительные целые числа,

а норма в пространстве Соболева W l
2(Q1), определяется следующим образом

‖ϑ‖2
W l

2(Q1) =
∑
|α|≤l

∫
Q1

|Dαϑ|2 dxdt,

α− это мультииндекс, Dα−есть обобщeнная производная по переменними x и t, а через

û(x, t, λ) = (2π)−1/2

+∞∫
−∞

u(x, t, z) e−iλzdz

обозначено преобразование Фурье, функции u(x, t, z).
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УСТАНОВИВШИЕСЯ ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ
ВЯЗКОУПРУГОЙ СИСТЕМЫ С ТОЧЕЧНЫМИ СВЯЗЯМИ

Тешаев М.Х.1, Райимов Д.Г.2, Авезов А.3, Хомидов Ф.Ф.2, Жалолов Ф.Б.4
1Институт Математики им. В.И.Романовского

2Бухарский инженерно-технологический институт
3Бухарский государственный университет

4Бухарский филиал Ташкентского института ирригации и механизации сельского
хозяйства

Рассматриваются установившиеся и неустановившиеся колебания вязкоупругих си-
стем, образованных из конечного числа вязкоупругих тел (пластинчатых или оболочеч-
ных), имеющих внутренние связи и сосредоточенные массы. Дана постановка задач о
вынужденных колебаниях вязкоупругой прямоугольной пластины с точечными связями.
Обсуждены методика решения и алгоритм. Приведены численные результаты и обоснова-
на их достоверность.

Рассмотрим задачу о вынужденных колебаниях для класса тонкостенных дефор-
мируемых тел. За точечные связи принимаем точечные опоры (упругие, жесткие или вяз-
коупругие) шарнирного или защемленного типа, а также стойки, соединяющие элементы
системы между собой. Расположение сосредоточенных масс и точечных связей произ-
вольное. Элементы системы могут быть как вязкоупругими, так и упругими. На краях
элементов ставятся ограничения в виде шарнирных опор или защемленного края. Рас-
сматривается случай, когда действующие на систему вынуждающие силы гармонические.
Требуется определить амплитудно- частотные характеристики системы.

Предположим, что внешние силы, приложенные к n-му телу, имеют разные ам-
плитуды, но одинаковые частоты. Тогда закон их изменения может быть записан в виде
экспоненциальной функции от мнимого переменного аргумента.

Для описания релаксационных процессов, происходящих в точечных связях или
вязкоупругих элементах системы, примем линейную наследственную теорию Больцмана
- Вольтерры.

Здесь, в отличие от задач о собственных колебаниях, малость функции релаксации
ядра, не предполагается. Коэффициент Пуассона принимается постоянным (v = const).

Для вывода уравнений движения используем принцип Эйлера-Лагранжа Закон
установившихся колебаний n-го элемента ищется в виде экспоненциальной функции от
мнимого переменного аргумента.

Вариационное уравнение преобразуем, выражая деформации через компоненты
вектора перемещений.

Точечные связи, как и в задаче о собственных колебаниях, вносятся под знак вари-
ации, используя метод множителей связей (Лагранжа).

Решение уравнений движения ищем как суперпозиции фундаментальных базис-
ных ортогональных функций. Для элементов, свободных от сосредоточенных масс, и всех
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точечных связей (опор, стоек) они предполагаются известными. Тогда, в качестве иско-
мого поля перемещений, удовлетворяющего заданным однородным граничным условиям,
и вариационному уравнению примем конечную сумму этих фундаментальных базисных
ортогональных функций.

Полученная система решена методом Гаусса. Уравнения движения имеют комплекс-
ные коэффициенты, поэтому программу, реализующую алгоритм, составили для систем с
комплексными коэффициентами и комплексными неизвестными.

Рассмотрена задача система из двух квадратных упругих пластинок, соединенных
невесомым одним вязкоупругим амортизатором в центре. На обеих пластинках имеется по
одной присоединенной массе. Пластинки одинаковы по геометрическим и механическим
параметрам, шарнирно оперты по контуру. Максимум скачка амплитуды из-за диссипа-
тивных свойств конструкции несколько смещен влево от собственной (и, следовательно,
внешней возмущающей) частоты. Проанализировали графики поведения амплитуд. По
сравнению со вторым, в случае первого резонанса, резонансные амплитуды центральных
точек обеих пластин принимают большие значения.

Резонансные амплитуды центральных точек обеих пластин принимали большие
значения по сравнению со вторым, в случае первого резонанса. Это объясняется тем,
что приложенные к пластинам внешние нагрузки находятся в одной фазе колебаний при
первом резонансе. Первый резонанс пластин играет роль определителя фазы колебаний
друг друга и наблюдается, когда колебания обеих пластин совпадают по фазе (с равными
или разными амплитудами), а второй резонанс наблюдается, когда колебания пластин
происходят в противофазе (сдвиг на период).

ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПАМЯТИ В ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЕ
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА

Турдиев Х.X.
Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан

hturdiev@mail.ru

Рассмотрим двумерную систему уравнений Максвелла [1]

ε∂E2

∂t
− ∂H1

∂x3
+ ∂H3

∂x1
+ (ϕ0 + σ)E2 +

t∫
0

ϕ
′
(t− τ)E2(x1, x3, τ)dτ + J2 = 0,

µ∂H1

∂t
− ∂E2

∂x3
+ ψ0H1 +

t∫
0

ψ
′
(t− τ)H1(x1, x3, τ)dτ = 0,

µ∂H3

∂t
+ ∂E2

∂x1
+ ψ0H3 +

t∫
0

ψ
′
(t− τ)H3(x1, x3, τ)dτ = 0,

(1)

здесь E = (E1, E2, E3), H = (H1, H2, H3) напряженности электрического и магнитного
полей, ϕ(t), ψ(t)− представляющие память, J(x1, x3, t) = (0, J2, 0)− вектор-функция, ε и
µ будем предполагать положительно-определенными симметрическими матрицы, завися-
щими только от координаты x3, σ = σ(x3) - матрица, ϕ0 = ϕ(0), ψ0 = ψ(0).

В дальнейшем в (1) введем функции [2]

U1 =
1√
2

(√
εE2 +

√
µH1

)
, U2 =

1√
2

(√
εE2 −

√
µH1

)
, U3 =

√
µH3.
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Тогда система уравнений (1) записывается в следующем каноническим виде:

(
A0

∂

∂t
+ A1

∂

∂x1

+ A2
∂

∂x3

+ A3

)
U =

t∫
0

K̃(x3, τ)U(x, t− τ)dτ + Ĵ(x1, x3, t). (2)

Здесь U = (U1, U2, U3)∗− вектор - столбец,

A0 =

√ ε
2

√
ε
2

0√
µ
2
−
√

µ
2

0
0 0

√
µ

 , A1 =

 0 0 1√
µ

0 0 0
1√
2ε

1√
2ε

0

 , A2 =

− 1√
2µ

1√
2µ

0

− 1√
2ε
− 1√

2ε
0

0 0 0

 ,

A3 =


ϕ0+σ√

2ε
+ µ

′

2
√

2µ
3
2

ϕ0+σ√
2ε
− µ

′

2
√

2µ
3
2

0

ψ0√
2µ

+ ε
′

2
√

2ε
3
2
− ψ0√

2µ
+ ε

′

2
√

2ε
3
2

0

0 0 ψ0√
µ

 , K̃(x3, t) = −


ϕ
′

√
2ε

ϕ
′

√
2ε

0
ψ
′

√
2µ
− ψ

′
√

2µ
0

0 0 ψ
′
√
µ

 ,

Ĵ = (0, J2, 0), ∗− символ транспонирования.
Умножая слева на обратную матрицу A−1

0 уравнение (2), получим

(
I3
∂

∂t
+B1

∂

∂x1

+B2
∂

∂x3

+B3

)
U =

t∫
0

K(x3, τ)U(x, t− τ)dτ + J(x1, x3, t). (3)

Здесь и в дальнейшем I3 означает единичную матрицу, Bj = A−1
0 Aj, j = 1, 3,

B2 =
1
√
εµ

Λ0, Λ0 = diag(−1, 1, 0), J = A−1
0 Ĵ , K(x3, t) = A−1

0 K̃(x3, t).

Введҷм новыю переменную z с помощью формулы

z = θ(x3) =

x3∫
0

√
ε(ξ)µ(ξ)dξ. (4)

где V (x1, z, t) := U(x1, θ
−1(z), t), J(x1, z, t) := J(x1, θ

−1(z), t), Ci(z) :=
Bi(θ

−1(z)), K(z, t) := K(θ−1(z), t) = (kij)
3
i,j=1 , θ

−1(z) функцию, обратную к θ(x3).
Тогда система (3) принимает вид

(
I3
∂

∂t
+ Λ0

∂

∂z
+ C1

∂

∂x1

+ C2

)
V =

t∫
0

K(z, τ)V (x1, z, t− τ)dτ + J(x1, z, t). (5)

В прямой задаче при заданных матриц K, C1, C2, и вектор-функции J требуется
определить в области D = {(x1, z, t) : 0 < z < L, t > 0, x1 ∈ R} вектор функцию V (z, t),
удовлетворяющую уравнению (5) при следующих начальных и граничных условиях:

Vi(x1, z, t)
∣∣
t=0

= φi(x1, z), i = 1, 3, (6)

V1(x1, z, t)|z=L = g1(x1, t); V2(x1, z, t)|z=0 = g2(x1, t), (7)
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где φ(x1, z) = (φ1, φ2, φ3) (x1, z) и g(x1, t) = (g1, g2) (x1, t) заданные функции.
Обратную задачу поставим следующем образом: найти функции ϕ(t), ψ(t), t > 0, вхо-

дящие в матрицу K, если относительно решения задачи (5)-(5) известны дополнительные
условия

V1(x1, z, t)|z=0 = h1(x1, t), V2(x1, z, t)|z=L = h2(x1, t). (8)

При этом ϕi(0) и ψi(0) считаются заданными.
Пусть функции J(x1, z, t), φi(x1, z), gi(x1, t) входящие в правую часть (5) и данные (6),

(7) финитны по x1 при каждом фиксированном z, t [3]. Более точно, мы ограничимся изуче-
нием образа Фурье по переменным x1 решения. Обозначим Ṽ (η, z, t) =

∫
R
V (x1, z, t)e

iηx1dx1,

где η− параметры преобразования. Фиксируем η и для удобства, введем обозначение
Ṽ (η, z, t) = Ṽ (z, t).
Пусть Ω = {(z, t) : 0 < z < L, t > 0} проекция области D на плоскость переменных z, t. В
терминах функции Ṽ задачу (5)-(7) запишем в виде

(
I3
∂

∂t
+ Λ0

∂

∂z
+ C(η, z)

)
Ṽ =

t∫
0

K(z, τ)Ṽ (η, z, t− τ)dτ + J̃(η, z, t) (9)

Ṽi
∣∣
t=0
≡ φ̃i(z), i = 1, 2, 3, (10)

Ṽ1|z=L = g̃1(t), Ṽ2|z=0 = g̃2(t), (11)

и дополнительные условия (8)

Ṽ1|z=0 = h̃1(t), Ṽ2|z=L = h̃2(t). (12)

Пусть выполнены условия

φ̃1(L) = g̃1(0), φ̃2(0) = g̃2(0), J̃1(L, 0)− γ1

[
∂

∂z
φ̃1(z)

]
z=L

−
3∑
j=1

c1j(L)φ̃j(L) =

[
d

dt
g̃1(t)

]
t=0

,

J̃2(0, 0)− γ2

[
∂

∂z
φ̃2(z)

]
z=0

−
3∑
j=1

c2j(0)φ̃j(0) =

[
d

dt
g̃2(t)

]
t=0

. (13)

Основным результатом настоящей работы является следующее утверждение:
Теорема. Пусть ε̂(x3) ∈ C1[0,∞), µ̂(x3) ∈ C1[0,∞), кроме того

φ̃(z) ∈ C2 [0, L] , g̃(t) ∈ C2 [0, L] , h̃(t) ∈ C2[0, L], J̃(z, t) ∈ C2 (Ω0) ,

выполнены условие φ̃1(0)φ̃1(L) 6= φ̃2(0)φ̃2(L) и условия согласования (13). Тогда для любого
L > 0 на отрезке

[
0, L

]
существует единственное решение обратной задачи (9)-(11), (12)

из класса ϕ(t), ψ(t) ∈ C1
[
0, L

]
,

где
Ω0 := {(z, t) : 0 ≤ z ≤ L, 0 ≤ t ≤ L} .
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА С УСЛОВИЕМ ГЕЛЛЕРСТЕДТА НА
НЕПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ХАРАКТЕРИСТИКАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 3-ГО ПОРЯДКА С

ВЫРОЖДЕНИЕМ В ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ ЧАСТИ СМЕШАННОЙ
ОБЛАСТИ

Турсунов М.Х.
Наманганский государственный университет, г. Наманган, Узбекистан,

Maqsadjon6290126@gmail.com

Аналоги задачи Трикоми для уравнения параболо-гиперболического типа третьего по-
рядка вырождающегося внутри области изучены в работах [1-2].

В данной работе изучается краевая задача с условием Геллерстедта на непараллель-
ных характеристиках для уравнения параболо-гиперболического типа 3-го порядка с вы-
рождением в гиперболической части смешанной области.

Рассмотрим уравнение
∂

∂y
(Lu) = 0, (1)

где

Lu ≡
{

uxx − uy , (x; y) ∈ D1,
xuxx + (−x)nuyy + αux , (x; y) ∈ D2,

(2)

здесь α, n = const, причем
n > 1, (1− n)/2 < α < 1, (3)

а D1− область, ограниченная отрезками AB, BB0, B0A0, A0A прямых y = 0, x =
1, y = 1, x = 0 соответственно; D2− характеристический треугольник, ограниченный
отрезком AA0 оси y− OB и двумя характеристиками

AC : y − 2

n+ 1
(−x)

n+1
2 = 0, A0C : y +

2

n+ 1
(−x)

n+1
2 = 1

уравнения (1), выходящими из точек A(0, 0) и A 0(0, 1), пересекающимися в точке
C
(
− ((n+ 1)/2)2/(n+1) ; 0, 5

)
.

Введем обозначения: D = D1 ∪D2 ∪ J, D1 = D ∩ (x > 0, y > 0),
D2 = D ∩ (x < 0, y > 0), J = {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1} , E(0, y0) ∈ J,
EC1 : y + 2

n+1
(−x)

n+1
2 = y0, EC2 : y − 2

n+1
(−x)

n+1
2 = y0, C1 ∈ AC, C2 ∈ A0C.

В области D для уравнения (1) изучим следующую задачу.
Задача Γ2. Найти функцию u(x, y) со следующими свойствами:
1) u(x, y) ∈ C(D̄) ∩ C2,1

x,y(D1) ∩ C2(D2);
2) u(x, y) является регулярным решением уравнения (1) в областях D1 и D2;
3) ux, uy непрерывны вплоть до AC;
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4) на J выполняется условие склеивания lim
x→−0

(−x)αux(x, y) = lim
x→+0

ux(x, y) равно-мерно
при 0 < y < 1,

5) u(x, y) удовлетворяет краевым условиям

u(x, y)|AB = ϕ1(x), u(x, y)|A0B0
= ϕ2(x), 0 6 x 6 1;

u(x, y)|BB0
= ϕ3(y), 0 6 y 6 1;

u(x, y)|EC1
= ψ1(y),

y0

2
6 y 6 y0;

u(x, y)|EC2
= ψ2(y), y0 6 y 6

y0 + 1

2
;

∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
AC

= ψ3(y), 0 6 y 6
1

2
,

где n− внутренняя нормаль, ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(y), ψi(y) (i = 1, 3) − заданные функции,
причем ψ1 (y0) = ψ2 (y0) , ϕ3 (0) = ϕ1 (1) , ϕ3 (1) = ϕ2 (1) ,

ψ1(y) ∈ C2
[y0

2
; y0

]
∩ C4

(y0

2
; y0

)
, ψ2(y) ∈ C2

[
y0;

y0 + 1

2

]
∩ C4

(
y0;

y0 + 1

2

)
, (4)

ψ3 (x) ∈ C1

[
0;

1

2

]
∩ C3

(
0;

1

2

)
, ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1), (5)

ϕ3(y) ∈ C
(
J̄
)
∩ C1(J). (6)

Доказана следующая теорема.
Теорема. Если выполнены условия (3), (4), (5) и (6), то в области D существует един-

ственное регулярное решение задачи Γ2.
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Работа посвящена изучению продолжения решения задачи Коши для бигармоническо-
го уравнения в области G по ее известным значениям на гладкой части S границы ∂G.
Рассматриваемая задача относится к задачам математической физики, в которых отсут-
ствует непрерывная зависимость решений от начальных данных. В работе при помощи
функции Карлемана восстанавливаются по данным Коши на части границы области не
только сама бигармоническая функция, но и еe производные и получена оценка условной
устойчивости.

Пусть x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2 и G- ограниченная односвязная область в R2 с
границей ∂G, состоящей из компактной части T = {y1 ∈ R : a1 ≤ y1 ≤ b1} и гладкой дуги
кривой S : y2 = h(y1), лежащей в полуплоскости y2 > 0. Ḡ = G ∪ ∂G, ∂G = S ∪ T .

В области G рассмотрим уравнение

∆2U(y) = 0, y ∈ G, (1)

где ∆ = ∂2

∂y2
1

+ ∂2

∂y2
2
оператор Лапласа.

Постановка задачи. Требуется найти бигармоническую функцию U(y) = U(y1, y2) ∈
C4(G) ∩ C3(Ḡ), у которого известны значения на части S границы ∂G, т.е.:

U(y1, y2)|S = f1(y), ∆U(y1, y2)|S = f2(y),

∂U(y1, y2)

∂n

∣∣∣∣
S

= f3(y),
∂(∆U(y1, y2))

∂n

∣∣∣∣
S

= f4(y),
(2)

здесь fj(y) ∈ Cj−1(S), j = 1, 2, 3, 4 - заданные функции, а ∂
∂n

- оператор дифференцирова-
ния по внешней нормали к ∂G.

Отметим, что при решении прикладных задач следует найти приближенные значения
решения U(x) и его производный ∂U(x)

∂xi
, x ∈ G, i = 1, 2 [3],[4]. В данной работе предлагает-

ся алгоритм построения приближенного решения, и производные приближенных решений
т.е. U(x, σ, fkδ) = Uσδ(x) и ∂U(x,σ,fkδ)

∂xi
= ∂Uσδ(x)

∂xi
, k = 1, 2, 3, 4; i = 1, 2 зависящих от парамет-

ра σ и доказывается, что при специальном выборе параметра σ = σ(δ) семейство Uσδ(x)и
∂Uσδ(x)
∂xi

при δ → 0 сходится в каждой точке x ∈ G к решению U(x) и его производную
∂U(x)
∂xi

соответственно. Семейство функций U(x, σ, fkδ) и ∂U(x,σ,fkδ)
∂xi

, i = 1, 2 с указанными
свойствами называется регуляризованным решением по М.М. Лаврентьеву [1].

Для построения приближенного решения воспользуем функцией Карлемана предло-
женной Ш. Ярмухамедовым [2]:

−2πeσx
2
2Φσ(x, y) =

∫ ∞
0

Im

[
eσw

2

w − x2

]
udu√
u2 + α2

. (3)

В работе [2] доказано, что функция Φσ(x, y) определенная равенствами (3) при σ > 0,
представима в виде

Φσ(x, y) = F (r) +Gσ(x, y), (4)

где F (r) = 1
2π

ln 1
r
, Gσ(x, y)- гармоническая функция по y в R2 включая y = x. Отсюда

следует, что функция Φσ(x, y)для любого σ > 0 по y является фундаментальным решением
уравнения Лапласа. Фундаментальное решение Φσ(x, y) с указанным свойством называ-
ется функцией Карлемана для полупространства [1].
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Для функции U(y) = U(y1, y2) ∈ C4(G)∩C3(Ḡ) и любого x ∈ G справедлива следующая
интегральная формула Грина [5]:

U(x) =

∫
∂G

[
U(y)

∂ (∆L(x, y))

∂n
−∆L(x, y)

∂U(y)

∂n

]
dSy+

+

∫
∂G

[
∆U(y)

∂L(x, y)

∂n
− L(x, y)

∂ (∆U(y))

∂n

]
dSy, x ∈ G,

(5)

где L(x, y) = r2 ln 1
r
является фундаментальным решением уравнение (1).

Так как Φσ(x, y) представлена в виде (4), тогда в интегральное представление (5) L(x, y)
заменяя на функцию Lσ(x, y) = r2Φσ(x, y), имеем:

U(x) =

∫
∂G

[
U(y)

∂ (∆Lσ(x, y))

∂n
−∆Lσ(x, y)

∂U(y)

∂n

]
dSy+

+

∫
∂G

[
∆U(y)

∂Lσ(x, y)

∂n
− Lσ(x, y)

∂ (∆U(y))

∂n

]
dSy, x ∈ G.

(6)

Основной результат настоящей работе является полученые оценки отклонения произ-
водных первого порядка приближенного решения от производных точного решения.

Авторы выражают искреннюю благодарность профессору Хасанову Акназару Бекдур-
диевичу за постановки задач и полезными советами при решение задач.
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АНАЛОГ ЗАДАЧИ ГЕЛЛЕРСТЕДТА ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО
УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА В БЕСКОНЕЧНОЙ

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ, КОГДА НАГРУЖЕННАЯ ЧАСТЬ
УРАВНЕНИЯ СОДЕРЖИТ СЛЕД ОПЕРАТОРА ДРОБНОГО ПОРЯДКА

Узбеков Ж.А.
Национальный Университет Узбекистана, Ташкент, Узбекистан,

ozbekovjorabek@gmail.com

Трехмерные аналоги задачи Трикоми и Геллерстедта для уравнения эллиптико-
гиперболического изучены в работах [1-3].

Локальные и нелокальные задачи для параболо-гиперболического уравнения с общими
нагруженными слагаемыми в двухмерных областях рассмотрены в работах [4-7].
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Насколько нам известно, что трехмерные краевые задачи для нагруженного урав-нения
смешанного типа ранее мало изучены. Отметим работы [8-9].

В настоящей работе в бесконечной цилиндрической области изучается аналог задачи
Геллерстедта для нагруженного уравнения смешанного типа, когда нагружен-ная часть
уравнения содержит след оператора дробного порядка.

Пусть Ω- трехмерная область, ограниченная поверхностями:

Γk : x = k, 0 6 y 6 h, z ∈ R, k = 0, 1, R = (−∞,+∞), Γ2 : y = h, 0 6 x 6 1, z ∈ R,

Γ3 : x+ y = 0, 0 6 x 6
1

2
, z ∈ R, Γ4 : x− y = 1,

1

2
6 x 6 1, z ∈ R.

Введем обозначения: I0 = {(x, y, z) : 0 < x < 1, y = 0, z ∈ R} ,

I1 = {(x, y, z) : 0 < x < x0, y = 0, z ∈ R} , I2 = {(x, y, z) : x0 < x < 1, y = 0, z ∈ R} ,

Γ31 : x+ y = 0, 0 6 x 6
x0

2
, z ∈ R, Γ41 : x− y = x0,

x0

2
6 x 6 x0, z ∈ R,

Γ32 : x+ y = x0, x0 6 x 6
1 + x0

2
, z ∈ R, Γ42 : x− y = 1,

1 + x0

2
6 x 6 1, z ∈ R,

(x0, 0, z) ∈ I0, h > 0, A 1(0, 0, z) = Γ̄0 ∩ Γ̄3, A 2(1, 0, z) = Γ̄1 ∩ Γ̄4,

A 3(1, h, z) = Γ̄1 ∩ Γ̄2, A 4(0, h, z) = Γ̄0 ∩ Γ̄2, C0

(
1

2
,−1

2
, z

)
= Γ̄3 ∩ Γ̄4,

C1

(x0

2
,−x0

2
, z
)

= Γ̄31 ∩ Γ̄41, C2

(
1 + x0

2
,
x0 − 1

2
, z

)
= Γ̄32 ∩ Γ̄42,

E(x0, 0, z) = Γ̄41 ∩ Γ̄32, Ω1 = Ω ∩ {(x, y, z) : x > 0, y > 0, z ∈ R} = �A1A2A3A4,

Ω2 = Ω ∩ {(x, y, z) : 0 < x < x0, −x < y < x− x0, z ∈ R} = ∆A1C1E,

Ω3 = Ω ∩ {(x, y, z) : x0 < x < 1, x0 − x < y < x− 1, z ∈ R} = ∆EC2A 2,

Ω4 = �C1C0C2E.

Для уравнения

0 =

{
Uy − Uxx − Uzz + µD−α0x U (x, 0, z) вΩ1,

Uyy − Uxx − Uzz + µD−β0x U (x, 0, z) вΩ2

(1)

в области Ω будем изучать аналог задачи Геллерстедта, где µ- любая действительная по-
стоянная, причем µ < 0, aD−γ0x (γ = α, β)− оператор дробного (в смысле Римана-Лиувилля
[6]) интегрирования порядка γ, при 0 < γ < 1.

Задача AГ. Найти функцию U (x, y, z) со следующими свойствами: 1) U(x, y, z) функ-
ция непрерывна вплоть до границы области Ω; 2) U (x, y, z) ∈ C1 (Ω ∪ Γ31 ∪ Γ32) , причем
Ux (x, y, z) и Uy (x, y, z) могут обращаться в бесконечность порядка меньше единицы в ли-
ниях A 1, A2, A4 и E; 3) U (x, y, z) ∈ C2,1,2

x,y,z (Ω1) ∩ C2,2,2
x,y,z (Ω2 ∪ Ω3 ∪ Ω4) и удовлетворяет

уравнению (1)в областях Ωj (j = 1, 2); 4)U(x, y, z) удовлетворяет усло-виям

U |Γ0 = Φ0(y, z), U |Γ1
= Φ1(y, z), 0 6 y 6 h, z ∈ R,

U |Γ31
= Ψ1(x, z), 0 6 x 6

x0

2
, z ∈ R,
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U |Γ32
= Ψ2(x, z), x0 6 x 6

x0 + 1

2
, z ∈ R,

lim
|z|→∞

U = lim
|z|→∞

Ux = lim
|z|→∞

Uy = lim
|z|→∞

Uz = 0,

где Φ0(y, z), Φ1(y, z), Ψ1(x, z), Ψ2(x, z)− заданные достаточно гладкие функции, причем

Φ0(0, z) = Ψ1(0, z), lim
|z|→∞

Φj(y, z) = 0, (j = 0, 1) , lim
|z|→∞

Ψl(x, z) = 0, (l = 1, 2).

Основным методом исследования задачи AГ является преобразование Фурье [8-9]. На
основании преобразование Фурье при определенных ограничениях на заданные функции
доказывается однозначная разрешимость задачи AГ.
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ SH ВОЛН В ПОРИСТОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

Умаров И., Янгибоев З.Ш.1 Шобердиев Б.З.
Каршинский государственный университет, Карши, Узбекистан

1zoyiry@mail.ru

Рассмотрим относительно функций u (x, y, t) , v (x, y, t) в полупространстве G =
R2

+ ×R, R2
+ = {(x, y) ∈ R2 | y > 0} систему дифференциальных уравнений [1-3]

ρsutt = (µux)x + (µuy)y − bρl (ut − vt) , (x, y, t) ∈ G, (1)
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ρlvtt = bρl (ut − vt) , (x, y, t) ∈ G, (2)

в котором коэффициенты µ = µ (y) , ρs = ρs (y) являются положительными функциями
класса C2 (R+) , b = χρl, χ = χ (y) , ρl = ρl (y) являются положительными функциями
класса C1 (R+). Пусть функции u (x, y, t) , v (x, y, t), кроме (1), (2), удовлетворяют следу-
ющим начальным и граничным условиям:

v|t<0 ≡ 0, u|t<0 ≡ 0, µuy|y=0 = f (t) δ (x) , (f (t) ≡ 0, t < 0) . (3)

При заданных функциях b (y) , µ (y) , ρs (y) , f (t) задача (1)-(3) корректна и определяет
функции u (x, y, t) , v (x, y, t), обладающие компактными носителями при любом конечном
t. В приложениях, например, в геофизике, представляет интерес задача об определении
структуры среды (в данном случае функций b (y) , µ (y) , ρs (y)) по измеренным на границе
области смещениями точек среды:

u|y=0 = F (x, t) , (x, t) ∈ R2
+. (4)

Эта задача, называемая обратной динамической задачей для уравнений SH волн
в насыщенных жидкостью пористых средах, рассматривались для известных функций
b (y) , µ (y) , ρs (y) , f (t) в работах [3]. Обычно в качестве f (t) выбиралась дельта-функция
Дирака δ (t) либо регулярная функция, имеющая конечный разрыв при t = 0 [6].

В данной работе, используя методику, предложенную в [6], исследуем следующую об-
ратную задачу:

Задача. Требуется по информации (4) восстановить µ (y) и f (t) из (1)-(3) (при этом
считаются известными остальные функции ρs (y) , b (y)).

Следуя [6] предположим, что функция f (t) имеет следующую структуру:

f (t) = aδ (t) + f̂ (t) θ (t) , a 6= 0, (5)

где θ (t)−функция Хевисайда: θ (t) = 1 при t ≥ 0 и θ (t) = 0 при t < 0; f̂ (t) ∈ C1[0, T ], T >
0, предположим также, что функции b (y) , µ (y) , ρs (y) известны в достаточно тонком слое
y ∈ [0, y0], y0 > 0, прилегающем к границе полупространства R2

+.
Преобразуем задачу (1)-(4), для чего введем вместо y координату z соотношением:z =

y∫
0

dξ
cs(ξ)

. Здесь cs (y) =
√
µ (y)/ρs (y)− скорость распространения поперечных сейсмических

волн в пористой среде.
После перехода к координате z, скорость распространения сейсмических волн в пори-

стой среде становится равной единице. Применим к полученной системе преобразование
Фурье по переменной x, тогда задача (1)-(4) преобразуется к виду

ũtt = ũzz +
σ′

σ
ũz −

b (z) ρl (z)

ρs (z)
ũt +

[
b2 (z) ρl (z)

ρs (z)
− ξ2c2

s (z)

]
ũ+

^
f (ξ, z, t) . (6)

ũ|t<0 ≡ 0, ũz|z=0 = f (t) , ũ|z=0 = F̃ (ξ, t) , (ξ, t) ∈ R2
+, (7)

где σ =
√
µρs, f (t)

de f
= f (t)/σ (0) ,

^

f (ξ, z, t) = − b3(z)ρl(z)
ρs(z)

t∫
0

ũ (ξ, z, τ) e−b(z)(t−τ)dτ.

После решения начально-краевой задачи (6)-(7) функция v (x, y, t) в частотной области

находиться по формуле ṽ (ξ, z, t) = b (z)
t∫

0

ũ (ξ, z, τ) e−b(z)(t−τ)dτ.
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Обозначим через Λ (a0, f0, µ0, χ0, ρ0l, ρ0s) множество функций {µ (z) , χ (z) , ρl (z) , ρs (z)},
удовлетворяющих при некотором T > 0 следующим условиям:

1) функция f (t)представима в виде (5) и для нее выполнены неравенства |a| ≥ a0 >

0,
∥∥∥f̂∥∥∥

C1[0,T ]
≤ f0,

2) функции (µ (z) , ρs (z)) ∈ C2 [0, T/2] , (χ (z) , ρl (z)) ∈ C1 [0, T/2] и для них выполнены
неравенства

0 < µ0 ≤ µ (z) , ‖µ (z)‖C2[0,T/ 2] ≤ µ00 <∞, 0 < ρ0s ≤ ρs (z) , ‖ρs (z)‖C2[0,T/2] ≤ ρ00s <∞,

0 < χ0 ≤ χ (z) , ‖χ (z)‖C2[0,T/2] ≤ χ00 <∞ 0 < ρ0l ≤ ρl (z) , ‖ρl (z)‖C2[0,T/2] ≤ ρ00l <∞.
Справедлива следующая теорема единственности.

Теорема 1. Пусть для некоторого T > 2z0 функции f (k) (t) , σ(k) (z) , k = 1, 2 при-
надлежат множеству Λ (a0, f0, µ0, χ0, ρ0l, ρ0s) и функции F̃ (k) (ξj, t) , j = 1, 2 при z = 0
являются следами решений задач (7), (8) при f (t) = f (k) (t) и σ (z) = σ(k) (z) , k = 1, 2.
Тогда, если F̃ (1) (ξj, t) = F̃ (2) (ξj, t) для t ≤ T, j = 1, 2 и σ(1) (z) = σ(2) (z) для z ∈ [0, z0] , то
f (1) (t) = f (2) (t) для t ≤ T и σ(1) (z) = σ(2) (z) для z ∈ [z0, T/2] .

Эта теорема является следствием следующей теоремы, характеризующей устойчивость
обратной задачи.

Теорема 2. Пусть для T > 2z0 > 0 функции f (k) (t) , σ(k) (z) , F̃ (k) (ξj, t) , j = 1, 2, k =
1, 2 удовлетворяют условиям теоремы 1. Пусть число a(k) соответствует коэффициенту
при дельта-функции в представлении f (k) (t) в виде (5), F̂ (k) (t) ≡ F̃ (k) (ξ1, t) − F̃ (k) (ξ2, t)
Тогда найдется положительная постоянная C, зависящая от a0, f0, µ0, χ0, ρ0l, ρ0s, z0, T, ξ1, ξ2,
такая, что имеет место неравенство∥∥σ(1) − σ(2)

∥∥
C2[z0,T/2]

+
∣∣a(1) − a(2)

∣∣+
∥∥∥f̂ (1) − f̂ (2)

∥∥∥
C1[0,T ]

≤ Cε, (8)

в котором ε =
∥∥σ(1) − σ(2)

∥∥
C1[0,z0]

+
2∑
j=1

∥∥∥F̃ (1) (ξj, t)− F̃ (2) (ξj, t)
∥∥∥
C2[0,T ]

+
∥∥∥F̃ (1) − F̃ (2)

∥∥∥
C3[0,T ]

.
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НЕЛОКАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОГО
ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО

ПОРЯДКА С СИНГУЛЯРНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ
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В области D, ограниченная при y > 0 прямыми x = 0, x = 1, y = 1 и при y < 0 –
прямыми x+ y = 0, x− y = 1, рассмотрим уравнение (∂/∂x)Lu = 0, где

L =

L1 ≡
(
∂2/∂x2

)
− (∂/∂y )− λ2

1, (x, y) ∈ D1 = D ∩ (y > 0),

L2 ≡
(
∂2/∂x2

)
−
(
∂2/∂y

2
)
− (2β/y) (∂/∂y) + λ2

2, (x, y) ∈ D2 = D ∩ (y < 0),

β, λ1 и λ2 – заданные действительные числа, причем 0 < β < (1/2).
Для уравнения (∂/∂x)Lu = 0 в области D исследуем следующую задачу.
Задача. Найти функцию u (x, y) со следующими свойствами: 1) u (x, y) ∈ C

(
D
)
,

ux, uy ∈ C (D ∪D3) ; 2) в D1 ∪ D2 является решением уравнения (∂/∂x)Lu = 0; 3)
удовлетворяет условиям:

u (0, y) = ϕ1 (y) , u (1, y) = ϕ2 (y) , 0 ≤ y ≤ 1;

1∫
0

u (x, y) dx = ϕ3 (y) , 0 ≤ y ≤ 1;

u (x, y)|D3
= ψ1 (x) ,

∂u

∂n

∣∣∣∣
D3

= ψ2 (x) , 0 ≤ x ≤ (1/2) ;

lim
y→+0

uy (x, y) = lim
y→−0

(−y)2βuy (x, y) , 0 < x < 1,

где D3 = {(x, y) : y = −x, 0 ≤ x ≤ 1/2 }, n – внутренняя нормаль к D3, а ϕj (y), ψ1 (x),
ψ2 (x) – заданные функции, причем ϕj (y) ∈ C1 [0, 1], j = 1, 3; ψ1 (x) ∈ C1 [0, 1/2] ∩
C2 (0, 1/2), ψ2 (x) ∈ C [0, 1/2] ∩ C1 (0, 1/2), ψ1 (0) = ϕ1 (0) и ψ1

′′ (x), ψ2
′ (x) ∈ L1 [0, 1/2] .

Методом интегральных уравнений доказана однозначная разрешимость поставленной
задачи. При этом поставленная задача эквивалентно сведена к задаче для параболо-
гиперболического уравнения второго порядка с неизвестной правой частью. При иссле-
довании последней задачи использованы формулы решения задачи Коши для гипербо-
лического уравнения, имеющего сингулярный коэффициент и спектральный параметр, а
также решения первой краевой задачи для уравнения uxx − uy = 0.
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Работа посвящена исследованию некорректной краевой задачи для неоднородного диффе-
ренциального уравнения параболического типа высокого порядка с одной линей вырож-
дения.

Пусть Qt = {(x, y, t) : (x, y) ∈ Ω, 0 < t < T}, Ω = {(x, y) : |x| < l, 0 < y < d}, S - гра-
ница области Ω, Ω̄ = Ω ∪ S.

Рассмотрим дифференциальное уравнение

∂u

∂t
+ sgn(x)

∂2u

∂x2
+
∂2nu

∂y2n
+ a u = f(x, y, t) (1)

в области Qt ∩ {x 6= 0}, где a - некоторая константа, n ∈ N .
Постановка задачи. Найти функцию u(x, y, t) ∈ W 2,2n,1

2 (Qt) ∩ C1,2n−2,0
x,y,t

(
Q̄t

)
удовле-

творяющую уравнению (1) в области Qt ∩ {x 6= 0} и следующим условиям:
начальным

u|t=0 = ϕ(x, y), (x, y) ∈ Ω̄, (2)

краевым

u|x=−l = u|x=l = 0, 0 6 y 6 d, 0 6 t 6 T,
∂2iu
∂y2i

∣∣∣
y=0

= ∂2iu
∂y2i

∣∣∣
y=d

= 0, i = 0, 1, ..., (n− 1), −l 6 x 6 l, 0 6 t 6 T,
(3)

и условия склеивания

u(−0, y, t) = u(+0, y, t), ux(−0, y, t) = ux(+0, y, t), 0 6 y 6 d, 0 6 t 6 T, (4)

где ϕ(x, y), f(x, y, t) достаточные гладкие функции и удовлетворяют условия согласования.
В данной работе краевая задача исследуется для неоднородного параболического урав-

нения высокого порядка с меняющимся направлением времени, получена априорная оцен-
ка для решения и доказывается условная корректность рассматриваемой задачи.

Обозначим (u, v) =
∫
Ω

u v dΩ скалярное произведение в L2(Ω), ‖u‖2 = (u, u). Согласно

[5], имеем

‖u(x, y, t)‖2
0 =

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(sgnxu(x, y, t), ω̄k,j)
2 +

∞∑
k=1

∞∑
j=1

(sgnxu(x, y, t), ω̃k,j)
2. (5)

Из результатов работы [5] следует, что {ω̄k,j}∞k,j=1, {ω̃k,j}
∞
k,j=1 собственные функции соот-

ветствующей спектральной задачи образуют базис Рисса в H0 и норма в пространстве
L2(Ω), определенная равенством (5), эквивалентна исходной.

Лемма 1. Для решение задачи (1)-(4) при t ∈ (0, T ) имеет место неравенство

‖u(x, y, t)‖0 6
√

2(‖u(x, y, 0)‖0 + α)1− t
T (‖u(x, y, T )‖0 + α)

t
T + α,

α =

(
T∫
0

‖f(x, y, t)‖2dt

) 1
2

.
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Введем множества корректности следующим образом

M = {u(x, y, t) : ‖u(x, y, T )‖0 6 m} .

Теорема 1. Пусть решение задачи (1) - (4) существует и u(x, y, t) ∈M . Тогда решение
задачи (1)-(4) единственно.

Обозначим через u(x, y, t) решение задачи (1)-(4) по точным данным ϕ(x, y), а через
uε(x, y, t) решение задачи (1)-(4) по приближенным данным ϕε(x, y).

Теорема 2. Пусть решение задачи (1) - (4) существует, u, uε ∈ M и
max
t∈[0;T ]

‖f(x, y, t)− fε(x, y, t)‖0 6 ε, ‖ϕ(x, y)− ϕε(x, y)‖0 6 ε. Тогда имеет место оценка

‖u(x, y, t)− uε(x, y, t)‖0 6
√

2
(
ε
(√

T + 1
))1− t

T
(

2m+
√
Tε
) t
T

+
√
Tε.

ЛИТЕРАТУРА

1. Levine H.A. Logarithmic Convexity, First order Differential Inequalities and Some
Applications. / Trance. of AMS, v.152, November 1970.
2. Schock E, Fayazov K.S. Boundary value problems for second order partial differential
equations with operator coefficients. Abstractand Applied Analysis, v.6, 2001, №5, P. 253-266.
3. Егоров И.Е. Краевые задачи для уравнений высокого порядка и с меняющимся направ-
лением времени // Докл. АН СССР. 1988. Т.303, №6. С. 1301-1304.
4. Крейн С. Г. Линейные дифференциальные уравнения в Банаховом пространстве. М.:
Наука, 1967. 464 с.
5. Пятков С.Г. Свойства собственных функций одной спектральной задачи и некоторые
их приложения // Некоторые приложения функционального анализа к задачам матема-
тической физики: сб. науч. тр. АН СССР. Сиб. отд-ние. Ин-т математики. - Новосибирск,
1986. - С. 65-84.
6. Фаязов К. С., Хажиев И. О. Некорректная начально-краевая задача для системы урав-
нений параболического типа с меняющимся направлением времени. Вычислительные тех-
нологии, Том 22, №3, 2017. С. 103-115
7. Фаязов К.С. Некорректная задача Коши для дифференциального уравнения первого и
второго порядка с операторными коэффициентами. Сибирский Математический Журнал,
1994, т.35, №3, С. 702-706.
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В статье методом обратной спектральной задачи интегрируется нелинейное уравнение
Шредингера с дополнительными членами в классе бесконечнозонных периодических
функций.
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В данной работе рассматривается задача Коши для нелинейного уравнения Шредин-
гера с дополнительными членами вида

pt = −qxx + 2q(p2 + q2) + a(t)[p2(x0, t) + q2(x0, t)]px+
+{b(t) + c(t)[p2(x1, t) + q2(x1, t)]} · q,

qt = pxx − 2p(p2 + q2) + a(t)[p2(x0, t) + q2(x0, t)]qx−
−{b(t) + c(t)[p2(x1, t) + q2(x1, t)]} · p,

(1)

при начальных условиях

p(x, t)|t=0 = p0(x) , q(x, t)|t=0 = q0(x), x ∈ R, (2)

в классе действительных бесконечнозонных π - периодических по x функций:

p(x+ π, t) = p(x, t), q(x+ π, t) = q(x, t), x ∈ R, t > 0,

p(x, t), q(x, t) ∈ C2
x(t > 0) ∩ C1

t (t > 0) ∩ C(t ≥ 0). (3)

Здесь a(t),b(t), c(t) ∈ C[0,∞) - заданные непрерывные ограниченные функции, а x0,x1 ∈
R.

В данной статье предлагается алгоритм построения решения p(x, t), q(x, t),x ∈ R, t >
0, задачи (1)-(3), с помощью обратной спектральной задачи для оператора Дирака:

L(τ, t)y ≡ By′ + Ω(x+ τ, t)y = λy, x ∈ R, t > 0, (4)

где

B =

(
0 1
−1 0

)
, Ω (x, t) =

(
p(x, t) q(x, t)
q(x, t) − p(x, t)

)
, y =

(
y1

y2

)
.

Обозначим через c(x, λ, τ, t) = (c1(x, λ, τ, t), c2(x, λ, τ, t))T и s(x, λ, τ, t) =
= (s1(x, λ, τ, t), s2(x, λ, τ, t))T решения уравнения (4) с начальными условиями
c(0, λ, τ, t) = (1, 0)T и s(0, λ, τ, t) = (0, 1)T . Функция ∆(λ, τ, t) = c1(π, λ, τ, t) + s2(π, λ, τ, t)
называется функцией Ляпунова для уравнения (4).

Корни уравнений ∆(λ, τ, t) = ±2 обозначим через λn(τ, t), она совпадает с собствен-
ными значениями периодической и антипериодической задач y(0, τ, t) = ±y(π, τ, t) для
уравнения (4).

Теперь рассмотрим задачу Дирихле

y1(0, τ, t) = 0 , y1(π, τ, t) = 0, (5)

для уравнения (4). Первая компонента вектор-функцииs(x, λ, τ, t) удовлетворяет пер-
вому граничному условию (5), подставляя его на второе граничное условие, получим
s1(π, λ, τ, t) = 0. Решая его относительноλ, находим собственное значение ξn = ξn(τ, t),
n ∈ Z, задачи Дирихле (4), (5). Обозначим через σn(τ, t)знак:σn(τ, t) = sign{s2(π, ξn, τ, t)−
c1(π, ξn, τ, t)}.

Множество {ξn(τ, t), σn(τ, t), n ∈ Z}, называется спектральными параметрами, а
набор{λn(τ, t), ξn(τ, t), σn(τ, t), n ∈ Z}- спектральными данными оператора L(τ, t). Вос-
становление коэффициента Ω (x, t) оператораL(τ, t) по спектральным данным называет-
ся обратной задачей. Коэффициент Ω (x, t) - оператора L(τ, t) определяется однозначно
по спектральным данным {λn(τ, t), ξn(τ, t), σn(τ, t), n ∈ Z}. Теперь с помощью начальной
функций p0(x+τ),q0(x+τ), τ ∈ R, построим оператор Дирака вида L(τ, 0)y = λy,x, τ ∈ R.
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Решая прямую задачу, находим спектральные данные {λn, ξ0
n(τ), σ0

n(τ), n ∈ Z} оператора
L(τ, 0). Отсюда следует, что ξ0

n(τ + π) = ξ0
n(τ), σ0

n(τ + π) = σ0
n(τ), n ∈ Z.

Основной результат настоящей работы содержится в следующей теореме.
Теорема 1. Пусть пара p(x, t),q(x, t),x ∈ R, t > 0, является решением задачи Ко-

ши (1)-(3). Тогда спектральные данные {λn(τ, t), ξn(τ, t), σn(τ, t), n ∈ Z} оператора L(τ, t)
удовлетворяют аналогу системы уравнений Дубровина:

1) λn(τ, t) = λn, n ∈ Z,

2)
∂ξn(τ, t)

∂t
= 2(−1)nσn(τ, t)hn(ξ(τ, t)) · {q2(τ, t) + qτ (τ, t)+

+ [p(τ, t) + ξn(τ, t)]2 + ξ2
n(τ, t)− a(t)(p(τ, t) + ξn(τ, t))[p2(x0, t)+

+q2(x0, t)] +
1

2
[b(t) + c(t)(p2(x1, t) + q2(x1, t))]} , n ∈ Z, (6)

где

hn(ξ) =
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn) ·

√√√√√√√
∞∏

k = −∞
k 6= n

(λ2k−1 − ξn)(λ2k − ξn)

(ξk − ξn)2
. (7)

Знаки σn(τ, t) = ±1,n ∈ Z, меняются при каждом столкновении точки ξn(τ, t), n ∈ Z, с
границами своей лакуны [λ 2n−1, λ 2n]. Кроме того, выполняются следующие начальные
условия

ξn(τ, t)|t=0 = ξ0
n(τ) , σn(τ, t)|t=0 = σ0

n(τ) , n ∈ Z, (8)

Следствие 1. Учитывая формулы следов

p(τ, t) =
∞∑

k=−∞

(
λ2k−1 + λ2k

2
− ξk(τ, t)) , q(τ, t) =

∞∑
k=−∞

(−1)k−1σk(τ, t)hk(ξ(τ, t)), (9)

q2(τ, t) + qτ (τ, t) =
∞∑

k=−∞

(
λ2

2k−1 + λ2
2k

2
− ξ2

k(τ, t)), (10)

систему дифференциальных уравнений (6) можно переписать в замкнутой форме.
Следствие 2. Эта теорема дает метод решения задачи (1)-(3). Для этого сначала най-

дем спектральные данныеλn, ξ0
n(τ), σ0

n(τ) = ±1, n ∈ Z, оператора L(τ, 0) соответствующие
коэффициентам p0(x + τ), q0(x + τ), τ ∈ R. Обозначим спектральные данные оператора
L(τ, t) черезλn, ξn(τ, t), σn(τ, t) = ±1, n ∈ Z. Теперь в системе уравнения (6) с начальным
условием (8) последовательно положим τ = x0 и τ = x1. Решая полученную задачу Ко-
ши, находим ξn(x0, t),σn(x0, t),n ∈ Z, и ξn(x1, t), σn(x1, t), n ∈ Z. Затем из формулы следов
(10), определим функции p(x0, t),q(x0, t), и p(x1, t), q(x1, t). После этого подставляем эти
данные в систему уравнений (6) и решая задачу Коши (6), (7) при произвольном значении
τ , находим ξn(τ, t), σn(τ, t), n ∈ Z. Из формул следов (9), определим p (τ, t) и q(τ, t), т.е.
решение задачи (1)-(3).
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НЕКОТОРЫЕ РАСШИРЕННЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ
ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ АППЕЛЯ F1 (a; b1, b2; c; x, y)

Хасанов А.1, Толашева Ё.2
1Институт математики, Ташкент, Узбекистан

anvarhasanov@yahoo.com;
2Наманганский гос. университет, Наманган, Узбекистан

yorqinoytolasheva@gmail.com

Карлсон [1] представил определенные связи между функциями Бесселя и обобщенны-
ми гипергеометрическими функциями, обобщающие некоторые более ранние результаты.
Здесь, мы разделив гипергеометрический ряд Аппеля F1 (a; b1, b2; c;x, y) на шестнадцать
части, мы покажем, что существуют некоторые полезные и обобщенные соотношения меж-
ду F1 (a; b1, b2; c;x, y) и функцией Кампе де Фериет F 4;4,4

4;3,3 [x4, y4].
Показано, что эти основные результаты специализированы для получения определен-

ных соотношений между функциями Гаусса, обобщенными гипергеометрическими 8F7 (x4)
и элементарными функциями chx. Используем обозначения, как в [2-5] гипергеометриче-
ская функция Аппеля F1 (a; b1, b2; c;x, y) определяется

F1 (a; b1, b2; c;x, y) =
∞∑

m,n=0

(a)m+n (b1)m (b2)n
(c)m+nm!n!

xmyn, |x| < 1, |y| < 1, (1)

где (λ)k обозначения Похгаммера и определяется следующим образом

(λ)k =
Γ (λ+ k)

Γ (λ)
, λ ∈ C\Z−0 (2)

Теорема 1. Если c 6= 0,−1,−2, ... то справедливо следующее соотношение между функ-
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цией Аппеля F1 (a; b1, b2; c;x, y) и функцией Кампе де Фериет F 4;4,4
4;3,3 [x4, y4]

F1 (a; b1, b2; c;x, y) = A1 + y
(a)1 (b2)1

(c)1

A2 + y2 (a)2 (b2)2

2 (c)2

A3 + y3 (a)3 (b2)3

6 (c)3

A4

+x
(a)1 (b1)1

(c)1

A5 + xy
(a)2 (b1)1 (b2)1

(c)2

A6 + xy2 (a)3 (b1)1 (b2)2

2 (c)3

A7 + xy3 (a)4 (b1)1 (b2)3

6 (c)4

A8

+x2 (a)2 (b1)2

2 (c)2

A9 + x2y
(a)3 (b1)2 (b2)1

2 (c)3

A10 + x2y2 (a)4 (b1)2 (b2)2

4 (c)4

A11 + x2y3 (a)5 (b1)2 (b2)3

12 (c)5

A12

+x3 (a)3 (b1)3

6 (c)3

A13 + x3y
(a)4 (b1)3 (b2)1

6 (c)4

A14 + x3y2 (a)5 (b1)3 (b2)2

12 (c)5

A15 + x3y3 (a)6 (b1)3 (b2)3

36 (c)6

A16,

(3)
где Ai (i = 1...16) выражаются гипергеометрическими функциями Кампе де Фериет
F 4;4,4

4;3,3 [x4, y4] [3]

F p;q;k
l;i;j

[
(ap) :
(αl) :

(bq) ;
(βm) ;

(ck) ;
(γn) ;

x, y

]
=

∞∑
r,s=0

p∏
j=1

(aj)r+s

q∏
j=1

(bj)r

k∏
j=1

(cj)s

l∏
j=1

(αj)r+s

m∏
j=1

(βj)r

n∏
j=1

(γj)s r!s!

xrys.

Теорема 2. Если c 6= 0,−1,−2, ... то справедливо следующее соотношение между функ-
цией Гаусса F (a, b; c;x) и обобщенной функцией 8F7 (x4)

F (a, b1; c;x) =
∞∑
m=0

(a)m (b1)m
(c)mm!

xm

= 8F7

 a

4
,
a+ 1

4
,
a+ 2

4
,
a+ 3

4
,
b1

4
,
b1 + 1

4
,
b1 + 2

4
,
b1 + 3

4
;

c

4
,
c+ 1

4
,
c+ 2

4
,
c+ 3

4
,
1

4
,
2

4
,
3

4
;

x4


+x

(a)1 (b1)1

(c)1
8F7

 a+ 1

4
,
a+ 2

4
,
a+ 3

4
,
a+ 4

4
,
b1 + 1

4
,
b1 + 2

4
,
b1 + 3

4
,
b1 + 4

4
;

c+ 1

4
,
c+ 2

4
,
c+ 3

4
,
c+ 4

4
,
2

4
,
3

4
,
5

4
;

x4


+x2 (a)2 (b1)2

2 (c)2
8F7

 a+ 2

4
,
a+ 3

4
,
a+ 4

4
,
a+ 5

4
,
b1 + 2

4
,
b1 + 3

4
,
b1 + 4

4
,
b1 + 5

4
;

c+ 2

4
,
c+ 3

4
,
c+ 4

4
,
c+ 5

4
,
3

4
,
5

4
,
6

4
;

x4


+x3 (a)3 (b1)3

6 (c)3
8F7

 a+ 3

4
,
a+ 4

4
,
a+ 5

4
,
a+ 5

4
,
b1 + 3

4
,
b1 + 4

4
,
b1 + 5

4
,
b1 + 6

4
;

c+ 3

4
,
c+ 4

4
,
c+ 5

4
,
c+ 6

4
,
5

4
,
6

4
,
7

4
;

x4

 ,

(4)

где [3,5]

pFq

[
α1, α2, ..., αp
β1, β2, ..., βq

x

]
=

∞∑
m=0

p∏
i=1

(αi)m

q∏
i=1

(βi)mm!

xm.
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СИСТЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ
ПРОИЗВОДНЫХ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ
ФУНКЦИИ КАМПЕ ДЕ ФЕРИЕТ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С ДВУМЯ

ПЕРЕМЕННЫМИ

Хасанов А.1, Козимова О.2
1Институт математики, Ташкент, Узбекистан

anvarhasanov@yahoo.com
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odinakozimova@mail.ru

Гипергеометрические функции занимают важное место в ряду специальных функций
математической физики. В настоящий момент существует, по крайней мере, четыре под-
хода к изучению свойств гипергеометрической функции многих переменных. Такие функ-
ции могут определяться как суммы степенных рядов определенного вида (так называемых
гипергеометрические ряды), как интеграл типа Меллина-Барса, как решения систем диф-
ференциальных уравнений [1-4].

Рассмотрим следующую гипергеометрическую функцию Кампе де Фериет [7]

F 1;3,3
0;3,3

[
a;
−;

b, c, d;
e, f, g;

b1, c1, d1;
e1, f1, g1;

x, y

]
=

∞∑
m,n=0

(a)m+n (b)m (b1)n (c)m (c1)n (d)m (d1)n
(e)m (e1)n (f)m (f1)n (g)m (g1)nm!n!

xmyn, (1)

где (λ)k обозначения Похгаммера и определяется следующим образом [5-7]

(λ)k =
Γ (λ+ k)

Γ (λ)
, λ ∈ C\Z−0 . (2)

Теорема. Если a, b, c, d, b1, c1, d1 ∈ C и e, f, g, e1, f1, g1 ∈ C\Z−0 , Z−0 = {0,−1,−2, ...} то
гипергеометрическая функция Кампе де Фериет (1) удовлетворяет следующую систему
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дифференциальных уравнений в частных производных

x3 (1− x)uxxxx − x3yuxxxy + [e+ g + f + 3− (a+ b+ c+ d+ 6)x]x2uxxx
− (b+ c+ d+ 3)x2yuxxy
+ [ef + eg + fg + e+ f + g + 1
− (ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd+ 3 (a+ b+ c+ d+ 1) + 4) x]xuxx
− (bc+ bd+ cd+ b+ c+ d+ 1)xyuxy

+

[
efg −

(
abc+ abd+ acd+ bcd
+ac+ ad+ ab+ bc+ bd+ cd+ a+ b+ c+ d+ 1

)
x

]
ux

−bcdyuy − abcdu = 0,
y3 (1− y)uyyyy − xy3uxyyy + [e1 + f1 + g1 + 3− (a+ b1 + c1 + d1 + 6) y] y2uyyy
− (b1 + c1 + d1 + 3)xy2uxyy
+ [e1f1 + e1g1 + f1g1 + e1 + f1 + g1 + 1
− (ab1 + ac1 + ad1 + b1c1 + b1d1 + c1d1 + 3 (a+ b1 + c1 + d1 + 1) + 4) y] yuyy
− (b1c1 + b1d1 + c1d1 + b1 + c1 + d1 + 1)xyuxy

+

[
e1f1g1 −

(
ab1c1 + ab1d1 + ac1d1 + b1c1d1

+ac1 + ad1 + ab1 + b1c1 + b1d1 + c1d1 + a+ b1 + c1 + d1 + 1

)
y

]
uy

−b1c1d1xux − ab1c1d1u = 0,
(3)

Доказательство. Покажем справедливость первого уравнения из системы (2). Используя
формулу дифференцирования

∂i+j

∂xi∂yj
F 1;3,3

0;3,3

[
a;
−;

b, c, d;
e, f, g;

b1, c1, d1;
e1, f1, g1;

x, y

]
=

(a)i+j (b)i (b1)j (c)i (c1)j (d)i (d1)j
(e)i (e1)j (f)i (f1)j (g)i (g1)j

×F 1;3,3
0;3,3

[
a+ i+ j;
−;

b+ i, c+ i, d+ i;
e+ i, f + i, g + i;

b1 + j, c1 + j, d1 + j;
e1 + j, f1 + j, g1 + j;

x, y

]
=

∞∑
m,n=0

(a+ i+ j)m+n (b+ i)m (b1 + j)n (c+ i)m (c1 + j)n (d+ i)m (d1 + j)n
(e+ i)m (e1 + j)n (f + i)m (f1 + j)n (g + i)m (g1 + j)nm!n!

xmyn,

(4)

определяем все производные входящие в уравнение и их подставляем. Тогда мы после
некоторых элементарных преобразований получаем следущий выражение

∞∑
m,n=0

B (m,n)



(m3 + em2 + gm2 + fm2 + efm+ egm+ fgm+ efg)

×(a+m+ n) (b+m) (c+m) (d+m)

(e+m) (f +m) (g +m)
−m4 −m3n− am3 − bm3 − cm3 − dm3

−bm2n− cm2n− dm2n− abm2 − acm2 − adm2

−bcm2 − bdm2 − cdm2 − abcm− abdm− acdm
−bcdm− bcmn− bdmn− cdmn− bcdn− abcd


xmyn = 0, (5)

где

B (m,n) =
(a)m+n (b)m (b1)n (c)m (c1)n (d)m (d1)n
(e)m (e1)n (f)m (f1)n (g)m (g1)nm!n!

. (6)

Учитывая тождества

m3 + em2 + gm2 + fm2 + efm+ egm+ fgm+ efg = (e+m) (f +m) (g +m) ,

и
m4 + am3 + bm3 + cm3 + dm3 + bm2n+ cm2n+ dm2n+ abm2 + acm2

+adm2 + bcm2 + bdm2 + cdm2 + abcm+ abdm+ acdm+ bcdm+ bcmn+ bdmn
+cdmn+ bcdn+m3n+ abcd = (a+m+ n) (b+m) (c+m) (d+m)
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убеждаемся, что выражение фигурной скобке в (5) равна нулю.
Аналогичные исследования рассмотрены в работах [8-10].
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ПРЯМАЯ СПЕКТРАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМЫ
ЗАХАРОВА-ШАБАТА

Хасанов И.И.
Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан

ihasanov998@gmail.com;

После того как Захаров и Шабат (ЗШ) в 1971 году показали,что нелинейное уравнение
Шредингера (НУШ) может быть проинтегрировано методом обратной задачи, ранее при-
мененного к уравнению Кортевега де Фриза, интерес к этому уравнению возник во всех
областях физики, где имеются волновые системы, потому что НУШ описывает огибаю-
щую для узких волновых пучков.

Система Захарова-Шабата имеет вид[
ψ1

ψ2

]
t

=

[
−iζ q
−σq∗ iζ

] [
ψ1

ψ2

]
, (1)

где σ = −1 для нормальной и σ = 1 для аномальной дисперсии.
Рассматриваем потенциал q с пределами на бесконечности

q(t)→ ρeiθ− при t→ −∞, q(t)→ ρeiθ+ при t→ +∞. (2)
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Сделаем замену

q = eiθ+ q̃, ψ1 = ψ̃1, ψ2 = eiθ+ψ̃2, (3)

тогда получим систему [
ψ̃1

ψ̃2

]
t

=

[
−iζ q̃
−σq̃∗ iζ

] [
ψ̃1

ψ̃2

]
(4)

и асимптотики
q̃(t)→ ρeiθ при t→ −∞, q̃(t)→ ρ при t→ +∞, (5)

где θ = θ− − θ+. Далее волну над буквами опускаем.
Система (4) имеет асимптотические решения

Ψ→ c+
1 X

+
1 + c+

2 X
+
2 , X+

1 = e−iµt
[

1

i ζ−µ
ρ

]
,

X+
2 = eiµt

[
1

i ζ+µ
ρ

]
, при t→ +∞,

Ψ→ c−1 X
−
1 + c−2 X

−
2 , X−1 = e−iµt

[
1

ie−iθ ζ−µ
ρ

]
,

X−2 = eiµt
[

1

ieiθ ζ+µ
ρ

]
, при t→ −∞,

где
µ(ζ) =

√
ζ2 + σρ2.
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АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО
УРАВНЕНИЯ КОРТЕВЕГА-ДЕ ФРИЗА В КЛАССЕ

БЫСТРОУБЫВАЮЩИХ ФУНКЦИЙ

Хоитметов У.А.1, Хасанов Т. Г.2

Хорезмское отделение института математики им. В.И.Романовского, Ургенч, Узбекистан
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Ургенчский государственный университет, Ургенч, Узбекистан,
2temur.xasanov.2018@mail.ru

В данной работе изучается нагруженное уравнение Кортевега-де Фриза, а именно рас-
смотрим следующее уравнение

ut + β(t)u(x0, t)(uxxx − 6uux) + γ(t)u(x1, t)ux = 0 (1)
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где β(t) и γ(t) - заданные непрерывно дифференцируемые функции и x0, x1 ∈ R. Уравне-
ние (1) рассматривается при начальном условии

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R (2)

где начальная функция u0(x) имеет следующие свойства: 1)∫ ∞
−∞

(1 + |x|) |u0(x)| dx <∞ (3)

2) Оператор L(0) := − d2

dx2 + u0(x), x ∈ R имеет ровно N отрицательных собственных
значений λ1(0), λ2(0), . . . , λN(0).

Требуется найти достаточно гладкую функцию u(x, t), достаточно быстро стремящаяся
к своим пределам в x→ ±∞, т.ч.∫ ∞

−∞

(
(1 + |x|)

∣∣∣∣u(x, t) +

∣∣∣∣∂ju(x, t)

∂xj

∣∣∣∣∣∣∣∣) dx <∞, j = 1, 2, 3. (4)

Целью данной работы является разработка алгоритма построения решения u(x, t) зада-
чи (1) - (4) методом обратной задачи рассеяния для самосопряженного оператораШтурма-
Лиувилля.

Основным результатом данной работы является следующая теорема.
Теорема. Если функция u(x, t)является решением задачи (1) - (4), то данные рассея-

ния
{
r+(k, t), λn(t), Bn(t), n = 1, N

}
оператора L(t) с потенциалом u(x, t) удовлетворяют

следующим дифференциальным уравнениям

dλj(t)

dt
= 0

dr+(k, t)

dt
= (8ik3β(t)u(x0, t)− 2ikγ(t)u(x1, t))r

+(k, t)

dBn(t)

dt
= (8χ3

nβ(t)u(x0, t) + 2χnγ(t)u(x1, t))Bn(t), n = 1, 2, . . . , N.

Замечание. Полученные соотношения полностью определяют эволюцию данных рас-
сеяния для оператора L(t) и тем самым позволяют применить метод обратной задачи для
решения задачи (1) - (4). Пусть дана функция (1 + |x|u0(x)) ∈ L1(R). Затем решение
проблемы находится по следующему алгоритму.

Решаем прямую задачу рассеяния с начальной функцией u0(x) и получаем данные
рассеяния {r+(k), χ1, χ2, . . . , χN , B1, B2, . . . , BN} для оператора L(0).

Используя результаты теоремы, находим данные рассеяния для t > 0:{
r+(k, t), χ1(t), χ2(t), . . . , χN(t), B1(t), B2(t), . . . , BN(t)

}
.

Используя метод, основанный на интегральном уравнении Гельфанда – Левитана –
Марченко, решаем обратную задачу рассеяния, т.е. находим u(x, t) из данных рассеяния
для t > 0, полученных на предыдущем шаге.
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО
ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО

ПОРЯДКА С ТРЕМЯ ЛИНИЯМИ ИЗМЕНЕНИЯ ТИПА

Холбеков Ж.А.
Ташкентский государсвенный технический университет, Ташкент, Узбекистан

e-mail: xolbekovja@mail.ru

Рассмотрим уравнение
∂

∂y
(Lu) = 0 (1)

где

Lu =


uxx − uy, (x, y) ∈ Ω0,

uxx − uyy, (x, y) ∈ Ω1,

uxx − uyy − µ1u(0, y), (x, y) ∈ Ω2,

uxx − uyy − µ2u(1, y), (x, y) ∈ Ω3

в области Ω =
3∑
j=0

Ωj∪ AB ∪ BC ∪ DA, где Ω0 − область, ограниченная отрезками

AB, BC, CD, DA прямых y = 0, x = 1, y = 1, x = 0 соответственно; Ω1 − область,
ограниченная отрезком AB прямой y = 0 и двумя характеристиками AN и BN уравне-
ния (1), выходящими из точек A(0, 0) и B(1, 0), пересекающимися в точке N (0, 5 ; −0, 5);
Ω2 − область, ограниченная отрезком AD прямой x = 0 и двумя характеристиками AK
и DK уравнения (1), выходящими из точек A(0, 0) и D(0, 1), пересекающимися в точке
K (−0, 5 ; 0, 5); Ω3 − область, ограниченная отрезком BC прямой x = 1 и двумя характе-
ристиками CM и BM уравнения (1), выходящими из точек B(1, 0) и C(1, 1), пересекаю-
щимися в точке M (1, 5 ; 0, 5) . В уравнении (1) µj (j = 1, 2) − заданные действительные
числа, причем

µj > 0, (j = 1, 2) . (2)

Определение. Если функция uyy ∈ C (Ω0) , uyyy ∈ C (Ωj) , uxxy ∈ C (Ω0 ∩ Ωj) , u ∈
C2 (Ω 2 ∪ Ω 3) и удовлетворяет уравнению (1) в областях Ω0 и Ωj(j = 1, 3), то функция
u(x, y) называется регулярным решением уравнения (1).

Задача B 3. Найти регулярное в областях Ω0 и Ωj (j = 1, 3) решение u(x, y) уравне-
ния (1), непрерывное в замкнутой области Ω̄, удовлетворяющее условиям склеивания на
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линиях изменения типа

uy(x,+0) = uy(x,−0), uyy(x,+0) = uyy(x,−0), 0 < x < 1,

ux(+0, y) = ux(−0, y), ux(1 + 0, y) = ux(1− 0, y), 0 < y < 1

и граничным условиям

u(x, y)|AN = ϕ 1(x), ,
∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
AN

= ϕ 2(x), x ∈
[
0,

1

2

]
,
∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
BN

= ϕ3(x), x ∈
[

1

2
, 1

]
,

u(x, y)|AK = ϕ4(y),
∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
AK

= ϕ5(y), 0 6 y 6
1

2
,

u(x, y)|CM = ϕ6(y),
∂u(x, y)

∂n

∣∣∣∣
CM

= ϕ7(y),
1

2
6 y 6 1,

где n− внутренняя нормаль, а ϕj(x) (j = 1, 7 ) − заданные функции, причем

ϕ′2

(
1

2

)
= −ϕ′3

(
1

2

)
, ϕ1(0) = ϕ4(0), ϕ1(x) ∈ C1

[
0,

1

2

]
∩ C3

(
0,

1

2

)
, (3)

ϕ 3 (x) ∈ C 1

[
1

2
; 1

]
∩ C2

(
1

2
; 1

)
, ϕ 2 (x) ∈ C 1

[
0;

1

2

]
∩ C2

(
0;

1

2

)
, (4)

ϕ4(y) ∈ C1

[
0,

1

2

]
∩ C3

(
0,

1

2

)
, ϕ 5 (y) ∈ C 1

[
0,

1

2

]
∩ C2

(
0,

1

2

)
, (5)

ϕ6(y) ∈ C1

[
1

2
, 1

]
∩ C3

(
1

2
, 1

)
, ϕ 7 (y) ∈ C 1

[
1

2
; 1

]
∩ C2

(
1

2
; 1

)
. (6)

Заметим, что задача B 2 для уравнения (1) в области Ω∗ = Ω0 ∪ Ω1 изучены в работах
[1]- [2].

Доказана следующая теорема.
Теорема. Если выполнены условия (2) - (6), то в области Ω существует един-

ственное регулярное решение задачи B 3.
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Для уравнения (signy)|y|muxx + uyy + (β0/y)uy = 0, рассматриваемого в некоторой сме-
шанной области, доказаны теоремы единственности и существования решения задачи с
условиями Бицадзе–Самарского на нормальной кривой уравнении (1) и на отрезке линии
вырождения , а также с условиями Геллерстедта на части граничной характеристики и
на параллельной ей внутренней характеристике.

I.Постановка задачи T0. Пусть D− конечная односвязная область комплексной
плоскости z = x + iy, ограниченная при y > 0 нормальной кривой σ0(y = σ0(x)) :
x2 + 4(m + 2)−2ym+2 = 1, с концами в точках A(−1, 0), B(1, 0), а при y < 0 – характе-
ристиками AC и BC уравнения

(signy)|y|muxx + uyy + (β0/y)uy = 0, (1)

где m− положительная постоянная, β0 ∈ (−m/2, 1).
Обозначим через D+ и D− части области D, лежащие соответственно в полуплоскостях

y > 0 и y < 0, а через C0 и C1 точка пересечения характеристик AC и BC с характеристи-
ками уравнения (1), выходящих из точки E(c, 0), где c- некоторое число, принадлежащее
интервалу I = (−1, 1) оси y = 0.

С. Геллерстедт [1,с.186, с.201] для обобщенного уравнения Ф.Трикоми исследовал за-
дачи, при постановке которых в гиперболической части области D значения искомого
решения задаются на двух кусках характеристик разного семейства EC0 и EC1 или AC0 и
BC1 . При этом в эллиптической части области D граничные значения задаются на произ-
вольной кривой σ0. Настоящая работа отличается от задачи Геллерстедта тем, что здесь в
условиях задачи значения искомого решения задаются на характеристиках одного семей-
ства т.е на граничной характеристике AC0 и параллельной ей внутренной характеристике
EC1

Задача T0. Требуется найти в области D функцию u(x, y) ∈ C
(
D
)
, удовлетворяющую

следующим условиям:
1) функция u(x, y) принадлежит C2 (D+) и удовлетворяет уравнению (1) в области D+;
2) функция u(x, y) является в области D− обобщенным решением класса R1[1, c.104];
3) на интервале вырождения AB имеет место условие сопряжения

lim
y→−0

(−y)β0
∂u

∂y
= lim

y→+0
yβ0

∂u

∂y
, x ∈ I \ {c}, (2)

причем эти пределы при x → ±1, x → c могут иметь особенности порядка ниже 1 − 2β,
где β = (m+ 2β0)/2(m+ 2) ∈ (0, 1/2);

4) для любых x ∈ I выполняются равенства

u(x, σ0(x)) = a(x)u(x, 0) + ϕ(x), x ∈ [−1, 1], (3)

u(x, y) |AC0= ψ0(x), x ∈ [−1, (c− 1)/2], (4)

u(x, y) |EC1= ψ1(x), x ∈ [c, (c+ 1)/2], (5)

Функции a(x), ϕ(x), ψ0(x), ψ1(x) заданы и ϕ(x) ∈ C[−1, 1] ∩ C0,α0(−1, 1), ψ0(x) ∈
C[−1, (c− 1)/2]∩C1,α0(−1, (c− 1)/2), ψ1(x) ∈ C[(c+ 1)/2, 1]∩C1,α0((c+ 1)/2, 1), α0 ∈ (0, 1),
причем ϕ(x) = (1− x2)ϕ̃(x), где ϕ̃(x) ∈ C0,α0 [−1, 1] ∩ C0,α0(−1, 1), ψ0(−1) = 0, ψ1(c) = 0.

Заметим, что условие (3) являeтся условием Бицадзе–Самарского на σ0 и на отрезке
вырождения AB, а условия (4) и (5) есть соответственно условие Геллерстедта заданное
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на граничной характеристике AC0 и на внутренней характеристике EC1 . При c = −1 или
c = 1 из задачи следует задача Трикоми [1,c.128].

Единственность решения задачи T0 доказывается с помощью аналога принципа экстре-
мума А.В.Бицадзе [3, с.301], а существования решения задачи T0 доказывается методом
теории регулярных и сингулярных интегральных уравнений [3].
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НЕЛОКАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ ВНУТРИ
ОБЛАСТИ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С СИНГУЛЯРНЫМ
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Рассмотрим уравнение

−|y|muxx + uyy −
m

2y
uy = 0, m > 0. (1)

Пусть Ω конечная односвязная область плоскости независимых переменных x, y, огра-
ниченная характеристиками уравнения (1).

Задача Г. Найти в области Ω регулярное решение

u(x, y) =

{
u1(x, y), (x, y) ∈ Ω1 = Ω ∩ y > 0,
u2(x, y), (x, y) ∈ Ω2 = Ω ∩ y > 0.

уравнения (1) из класса C
(
Ω1 ∪ Ω2

)
∩ C2

(
Ω \ AB

)
удовлетворяющее краевым условиям

uj[θ
(j)(x)] = µ1uj[θ

(j)
k1

(x)] + µ2uj[θ
(j)
k2

(x)]+

+
1

2
µ1uj(p1(x), 0)− 1

2
µ2uj(p2(x), 0) + δj(x), ∀x ∈ I = AB, (2)

здесь, j = 1 соответствует области Ω1, а j = 2 соответствует области Ω2, p1(x) = a1 + b1x,
p2(x) = a2 + b2x, где ai = 2

ki+1
, bi = ki−1

ki+1
, i = 1, 2 и условиям сопряжения

lim
y→+0

u1(x, y) = c lim
y→−0

u2(x, y), ∀x ∈ I, (3)

lim
y→+0

y−
m
2
∂u1

y
= ρ(x) lim

y→−0
(−y)−

m
2
∂u2

y
+ λ(x), ∀x ∈ I, (4)
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где θ(j)(x)(θ
(j)
k1

(x), θ
(j)
k2

(x)) аффикс точки пересечения характеристики BCj (кривой x +

[2kj/(m + 2)] | y |(m+2)/2= 1, лежащей внутри области Ωj) с характеристикой, выходящей
из точки M(x0, 0) ∈ I; c = const; µ1, µ2 = const; δj(x), ρ(x), λ(x) заданные функции из
класса C2(I) ∩ C3(I), причем

τ(1) = τ ′(1) = τ ′′(1) = 0, (5)

ρ(x)− c 6= 0, k1 > k2 > 1, δ
(n)
j (1) = 0, λ(n)(1) = 0, n = 0, 1, 2.

Теорема. Задача Г при выполнении условий

λ1 + λ2 < 1, (6)

где λk = bkµk
b1µ1+b2µ2−1

> 0, k = 1, 2 однозначно разрешима.
Корректность задачи Г доказывается методом работы [1].
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Обратные задачи для псевдопараболических уравнений третьего порядка возникают,
например [1], при определении фильтрационных параметров грунтов по некоторой инфор-
мации о решении уравнения фильтрации. В данной работе рассмотрена прямая и обратная
задача для псевдопараболического уравнения:

Ut(x, t)− Uxxt(x, t)− Uxx(x, t) =

∫ t

0

K(t− τ)[Uxxt(x, τ) + Uxx(x, τ)]dτ, (1)

(x, t) ∈ QT = {(x, t)| x ∈ R, t ∈ (0, T ]}

Задача Коши. Найти функцию U(x, t) принадлежащую C
(2,1)
b (QT ), удовлетворящую в

классическом смысле уравнению (1) и начальное условие

U(x, 0) = U0(x) (2)

Обратная задача. Найти ядроK(t), t ∈ [0, T ], если решения задача Коши (1), (2) задано
для фиксированного x0 ∈ R :

U(x0, T ) = f(t), t ∈ [0, T ] (3)

Лемма. Пусть U0(x) ∈ C2
b (R), K(t) ∈ C1[0, T ]. Тогда система уравнений (1) − (2) экви-

валентна следующей задаче:

Ut − Uxxt − Uxx = r(0)U(x, t)− U0(x)r(t) +

∫ t

0

r′(t− τ)U(x, τ)dτ (4)
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U |t=0 = U0(x) (5)

где

r(t) = K(t) +

∫ t

0

K(t− τ)r(τ)dτ (6)

Теорема. Пусть выполнены условие леммы и условие согласования U0(x0) = f(0).
Тогда существует единственное решение обратной задачи (3)− (6).
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IV SHO‘BA: HISOBLASH MATEMATIKASI
VA MATEMATIK MODELLASHTIRISH

СЕКЦИЯ № 4: ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ МАТЕМАТИКА
И МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

SECTION No. 4: COMPUTATIONAL MATHEMATICS
AND MATHEMATICAL MODELLING

EXTREMAL FUNCTION FOR ERROR FUNCTIONAL OF OPTIMAL
INTERPOLATION FORMULA IN W

(2,1)
2,σ SPACE
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We consider the following interpolation formula

ϕ(x) ∼= Pϕ(x) =
N∑
β=0

Cβ · ϕ(xβ). (1)

Here Cβ and xβ (∈ [0, 1]) are the coefficients and the nodes of the interpolation formula (1),
respectively[1-3].

We suppose that functions ϕ belong to the Hilbert space

W
(2,1)
2,σ = {ϕ : [0, 1]→ R | ϕ′ is abs. cont. and ϕ′′ ∈ L2(0, 1)},

equipped with the norm

‖ϕ‖
W

(2,1)
2,σ

=


1∫

0

(ϕ′′(x) + σϕ′(x))
2
dx


1/2

, (2)

were σ ∈ R and σ 6= 0. The inner product of functions ϕ and ψ in the space W (2,1)
2,σ is defined as

〈ϕ, ψ〉
W

(2,1)
2,σ

=

∫ 1

0

(ϕ′′(x) + σϕ′(x))(ψ′′(x) + σψ′(x))dx.

The error of the interpolation formula (1) is the following difference

(`, ϕ) = ϕ(z)−
N∑
β=0

Cβ(z)ϕ(xβ),
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which is the value of a functional ` at a function ϕ. The functional ` is defined as

`(z) = δ(x− z)−
N∑
β=0

Cβ(z)δ(x− xβ) (3)

and it is called the error functional. Here δ is the Dirac delta-function.
According to the Riesz theorem any linear continuous functional ` in a Hilbert space is

represented in the form of a inner product. Therefore, in our case, for any function ϕ from
W

(2,1)
2,σ space, we have

(`, ϕ) = 〈ϕ, ψ`〉W (2,1)
2,σ

(4)

and
‖`‖

W
(2,1)∗
2,σ

= ‖ψ`‖W (2,1)
2,σ

.

Here, ψ` is the extremal function for the functional `.
It should be noted that according to the Cauchy-Schwarz inequality the absolute value of

the error of the formula (1) is estimated by the norm of the error functional as follows

|(`, ϕ)| ≤ ‖`‖
W

(2,1)∗
2,σ

· ‖ϕ‖
W

(2,1)
2,σ

.

It should be noted that the function ψ` satisfying the equality in the last inequality is called
the extremal function for the functional ` [4].

Using the integration by parts for the inner product 〈ϕ, ψ`〉W (2,1)
2,σ

we have

〈ϕ, ψ`〉W (2,1)
2,σ

=

∫ 1

0

(ϕ′′(x) + σϕ′(x))(ψ′′` (x) + σψ′`(x))dx = ϕ′(x)(ψ′′` (x)

+σψ′`(x))

∣∣∣∣∣
1

0

− ϕ(x)(ψ′′′` (x)− σ2ψ′`(x))

∣∣∣∣∣
1

0

+

∫ 1

0

(ψIV` (x)− σ2ψ′′` (x))ϕ(x)dx.

Hence for ψ` we come to the following differential equation

ψIV` (x)− σ2ψ′′` (x) = −`(x) (5)

with the boundary conditions

(ψ′′` (x) + σψ′`(x))

∣∣∣∣∣
1

0

= 0,
(
−ψ′′′` (x) + σ2ψ′`(x)

) ∣∣∣∣∣
1

0

= 0. (6)

Theorem 1. The solution of the boundary value problem (5)-(6) has the following form

ψ`(x) = `(x) ∗G2(x) + λ1e
−σx + λ2,

where G2(x) is a fundamental solution of the operator d4

dx4 − σ2 d2

dx2 and it has the form

G(x) =
sgn(x)

4σ3

(
−2σx+ eσx − e−σx

)
.

Furthermore, ψ` is the extremal function for the error functional `.



292

References

1. Babaev S.S., Hayotov A.R. Optimal interpolation formulas in the space W (m,m−1)
2 . Calcolo

(2019) 56:23, https://doi.org/10.1007/s10092-019-0320-9.
2. Babaev S.S, Davronov J.R., Mamatova N.H. On an optimal interpolation formula in the
space W (1,0)

2,σ . Bulletin of the Institute of Mathematics, (2020), No.4, pp.1-12.
3. Hayotov A.R., Babaev S. S. Calculation of the coefficients of optimal interpolation formulas
in the space W (2,1)

2 (0, 1). Uzbek Mathematical Journal, 2014, no.3, pp.126-133. (in Russian)
4. Sobolev S.L. Introduction to the Theory of Cubature Formulas. Nauka, Moscow, 1974, 808
p.
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We apply interpolation to the convolution
(
F−1
D A

)
∗ (RDf) where A is the low-pass filter.

Denoting this interpolated function by I, we then approximate the value f(xm, yn) at each
point in the image grid by

f(xm, yn) ≈ 1

2
BDI(xm, yn)

=
1

2N

N−1∑
k=0

I
(
xmcos

(
kπ

N

)
+ ynsin

(
kπ

N

)
,
kπ

N

)
As a test case, we will use the radially symmetric phantom shown on the left in Fig.1.

Fig.1. A radially symmetric attenuation function and its Radon transform.

• We use Python to compute the (discrete) Radon transform of this phantom;

• The next step is to choose a low-pass filter A and compute its discrete inverse Fourier
transform, F−1

D A. When we interpret our low-pass filter as a 2L-periodic discrete function
that vanishes outside the interval [−L,L], the effective sample spacing for F−1

D A is given
by 1/(2L). We then compute the discrete convolution

(
F−1
D A

)
∗ (RDf). The two discrete
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functions must have the same sample spacing, so we want to have 1/(2L) = τ . In practice,
the value of τ is determined by the scanner, and,therefore, we set L = 1/(2τ) for the low-
pass filter.

For our test case, we use the Shepp-Logan filter and compute a separate discrete
convolution for each angle.

• Next, we select a method of interpolation. We will evaluate the discrete back projection
only at a finite set of points {(xm, yn)} that define the grid in which the final image is to
be presented. We need interpolation in order to assign values to

(
F−1
D A

)
∗ (RDf) at the

points
{(xmcos(kπ/N) + ynsin(kπ/N), kπ/N)}.

We could execute an optimal interpolation formula

ϕ(x) ∼= Pϕ(x) =
N∑
β=0

Cβ(x) · ϕ(xβ),

with equal spaced nodes in W
(1,0)
2 space [1-3]. Coefficients of the optimal interpolation

formula have the following form

C̊β(z) = 1
2(1−e2h)

[
sgn(z − hβ − h) · (ehβ+2h−z − ez−hβ)

+sgn(z − hβ + h) · (ehβ−z − ez−hβ+2h)

+(1 + e2h) · sgn(z − hβ) · (ez−hβ − ehβ−z)

]
,

β = 0, 1, ..., N.

In this case, for each angle in the scan, a separate spline is computed to fit the data
given by the corresponding row of the matrix of filtered X-ray data. Then, for each point
(xm, yn) in the image grid, we interpolate values at the desired points.

• Now that we have carried out the interpolation, we finish by applying the discrete back
projection. For each point in the image grid, we compute the average, over all angles in
the scan, of the corresponding interpolated values of the filtered X-ray data.
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EXTREMAL FUNCTION OF THE OPTIMAL QUADRATURE FORMULAS
IN THE SPACE W̃2

(m,m−1)
OF PERIODIC FUNCTIONS
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We consider the following quadrature formula∫ 1

0

ϕ(x)dx ∼=
N∑
k=1

Ckϕ(hk). (1)

Here Ck are the coefficients of formula (1), h = 1
N
, N ∈ N, ϕ ∈ W̃ (m,m−1)

2 (0, 1).
We denote by W̃

(m,m−1)
2 (0, 1) the subspace of W (m,m−1)

2 (0, 1) [1,3] consisting of real-valued,
1-periodic functions. Notice that every element of the space W̃2

(m,m−1)
satisfies the following

condition of 1-periodicity [2]

ϕ(x+ β) = ϕ(x) for x ∈ R and β ∈ Z.

This space is equipped by the norm

‖ϕ‖
W̃

(m,m−1)
2

=

 1∫
0

(
ϕ(m)(x) + ϕ(m−1)(x)

)2
dx


1
2

.

The error of the quadrature formula (1) is the following difference

(`, ϕ) =

∫ 1

0

ϕ(z)dz −
N∑
k=1

Ckϕ(hk),

where
(`, ϕ) =

∫ ∞
−∞

`(z)ϕ(z)dz,

and the corresponding error functional is

`(z) =

(
ε(0,1](z)−

N∑
k=1

Ckδ(z − hk)

)
∗ φ0(z). (2)

Here ε(0,1](z) is the indicator of the interval (0, 1] , δ is the Dirac’s delta-function,

ϕ ∈ W̃2

(m,m−1)
, φ0(z) =

∞∑
β=−∞

δ(z − β).

The problem of constructing optimal quadrature formulas in the space W̃2

(m,m−1)
is the

calculation of the following quantity:∥∥∥˚̀∥∥∥
W̃2

(m,m−1)∗ = inf
Ck

sup
‖ϕ‖

W̃2
(m,m−1)=1

|(`, ϕ)|.
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The error of the quadrature formula (1) is estimated by the norm of the error functional.
According to the Riesz theorem any liner continuous functional ` in a Hilbert space is
represented in the form of an inner product. Therefore, in our case, for any function ϕ from
W̃2

(m,m−1)
space, we have

(`, ϕ) = 〈ψ`, ϕ〉
W̃2

(m,m−1) (3)

and
‖`‖

W̃2
(m,m−1)∗ = ‖ψ`‖

W̃2
(m,m−1) . (4)

Hence for calculation of the norm of the error functional we need to calculate the extremal
function ψ`. Then using (3) and (4), we derive

(`, ψ`) = ‖`‖2

W̃2
(m,m−1)∗ .

In the present work we obtain the extremal function and we have the following result.
Theorem 1. The extremal function ψ` of the error functional (2) of the optimal quadrature

formula (1) has the form:
ψ`(x) = (−1)m`(x) ∗Gm(x) + p,

where p = const and

Gm(x) =
∞∑

β=−∞

e−2πiβx

(2πiβ)(2m) − (2πiβ)(2m−2)
.
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ГОСТ Р 34.12-2015 (KUZNECHIK) SHIFRLASH ALGORITMINI TAHLILI

Berdimurodov M.A
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mansur_alisherovich@mail.ru

Kriptografik algoritmlardagi har bir akslantirishning matematik modelini qurish, bu
akslantirishlarning kriptotahlilchi tomonidan kriptobardoshligini nazariy baholash uchun
dolzarb hisoblanadi. Biz bu tezisda ГОСТ Р 34.12-2015 (Kuznechik) kriptografik algoritmining
har bir akslantirishini matematik modelini tuzdik. Hosil bo‘lgan bul funksiyalar yordamida
akslantirishlarning ta’sir bitlarni, algebraik chiziqsizligini aniq baholash mumkin bo‘ladi. [2]
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Kuznechik (eng. Kuznyechik yoki rus. Кузнечик) - simmetrik blokli shifrlash algoritmi
bo‘lib, blok o‘lchami 128 bit va kalit uzunligi 256 bit SP-tarmog‘iga asoslangan. Nomi КУЗ-
НЕЧИК = КУЗнецов, НЕЧаев И Компания. Shifrlash algoritmida kalit aralashtirish (Xor),
S - chiziqsiz akslantirish, L - chiziqli akslantirish kabi amallar bor. [3]

Kalitni xor qo‘shish. Kalitni xor qo‘shish X(Ki,M) - raund kalitini qo‘shish akslantirishi
bo‘lib, chiquvchi baytlar quyidagicha (1) formula bilan aniqlangan.{

X(Ki,M) = Ki ⊕M, i = 1, 10

xj = kj ⊕mj, j = 0, 127

S-chiziqsiz akslantirish. S(X(Ki,M))( i = 1, 10) -bu chiquvchi baytlarni matematik
murakkab bo‘lgan biektiv akslantirish asosida akslantirish hisoblanadi. ГОСТ Р 34.12-2015
da oldindan aniqlangan statik jadval asosida almashtirish amalga oshiriladi. [1]

S-chiziqsiz akslantirishda abcdefgh kiruvchi, y0y1y2y3y4y5y6y7 chiquvchi bayt kabi
belgilashlar kiritamiz. Bu chiziqsiz akslantirishdagi yi (i = 0, 7) chiquvchi bitlarni 6
o‘zgaruvchili (a, b, c, d, e, f, g, h) 8 ta funksiya shaklda ifodalash mumkin.

L - chiziqli akslantirish. L-chiziqli akslantirish L(S(X(Ki,M))) - bu GF (28)[x]/ x8 +
x7 + x6 + x + 1 maydonda ko‘phadlar ustida amal bo‘lib, undagi akslantirish chiquvchi bitlari
formula bilan aniqlanadi.



z0=f0(y0, y1, . . . , y127)

z1=f1(y0, y1, . . . , y127)

z2=f2(y0, y1, . . . , y127)

z3=f3(y0, y1, . . . , y127)

z4=f4(y0, y1, . . . , y127)

z5=f5(y0, y1, . . . , y127)

z6=f6(y0, y1, . . . , y127)

z7=f7(y0, y1, . . . , y127)

z8+j = yj, j = 0, 119

ГОСТ Р 34.12-2015 (Kuznechik) kriptografik algoritmi 10 raund va har bir raundda
yuqorida aytib o‘tilgan 3 ta akslantirish mavjud. Bu akslantirishlarda kalitni xor qo‘shish
amalidan chiquvchi bitlar S-chiziqsiz akslantirishga kiruvchi bitlar, S-chiziqsiz akslantirishdan
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chiquvchi bitlar L-chiziqli akslantirishga kiruvchi bit hisoblanadi. Mos ravishda raundga
kiruvchi bit undan oldingi raunddan chiquvchi bit hisoblanadi.

Xulosa
Har bir akslantirishning matematik modelini qurish, bu akslantirishlarning kriptobar-

doshligini, regulyarligini hamda kriptotahlilda kerak bo‘ladigan boshqa parametrlarini
baholashda dolzarb hisoblanadi. Biz bu tezisda ГОСТ Р 34.12-2015 (Kuznechik) kripto-grafik
algoritmining har bir akslantirishini matematik modelini tuzdik. Hosil bo‘lgan bul funksiyalar
yordamida akslantirishlarning algebraik chiziqsizligini aniq baholash mumkin bo‘ladi. Masalan
S - chiziqsiz akslantirishda eng yuqori chiziqsizlik 7 ga teng ekan. Algebraik kriptotahlilda
kriptografik algoritmni bul funksiya shaklda yozish, shu funksiya asosida bul tenglamalar
sistemasiga olib kelib buni yechish orqali yoki yechishni nazariy baholash orqali kriptografik
algoritmni kriptobardoshligini baholash mumkin bo‘ladi.
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SOBOLEV FAZOSIDA VAZNLI OPTIMAL KVADRATUR FORMULALAR VA
KOMPYUTER TOMOGRAFIYASIDA TASVIRLARNI QAYTA TIKLASH

Bozarov B.I.1,2, Nuraliyev F.A.2,3
1Farg‘ona politexnika instituti, Farg‘ona, O‘zbekiston

2V.I.Romanovskiy nomidagi Matematika instituti, Toshkent, O‘zbekiston b.bozarov@farpi.uz;
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Bizga ma’lumki, kompyuter tomografiyasida tasvirlarni qayta tiklash va tahlil qilishda
odatda ∫ 1

0

e2πωixϕ(x)dx (1)

aniq integralni hisoblash talab qilinadi. Bunday aniq integralni yoki uning taqribiy qiymatini
hisoblash uchun ω ∈ R bo‘lganda [1] da L

(m)
2 (0, 1) Sobolev fazosida optimal kvadratur

formulalar qurilgan va ular Kompyuter Tomografiyasida (KT) tasvirlarni qayta tiklash uchun
tatbiq qilingan.

Bu ishda (1) ni taqribiy integrallash uchun

e2πωix = cos(2πωx) + i sin(2πωx)

Eyler formulasi orqali uni ikkita integrallarga ajratib, ularni taqribiy hisoblash uchun quyidagi
ko‘rinishdagi optimal kvadratur formulalarni qaraymiz

1∫
0

sin(2πωx)ϕ(x)dx ∼=
N∑
β=0

Cs[β]ϕ[β] (2)



298

va
1∫

0

cos(2πωx)ϕ(x)dx ∼=
N∑
β=0

Cc[β]ϕ[β]. (3)

Yuqoridagi optimal kvadratur formulalarning koeffisiyentlari uchun quyidagi tasdiqlar o‘rinli
[2,3].

Teorema 1. Sobolevning L(m)
2 (0, 1) fazosida (2) - ko‘rinishidagi Sard ma’nosida optimal

kvadratur formulalarning ω ∈ R va ωh /∈ Z bo‘lganda koeffisiyentlari quyidagicha

C[0] = h

[
1

2πωh
−Km,ω

cos(πωh)

2 sin(πωh)
+

m−1∑
k=1

ms,kqk − ns,kqNk
qk − 1

]
,

C[β] = h

[
Km,ω sin(2πωhβ) +

m−1∑
k=1

(
ms,kq

β
k + ns,kq

N−β
k

)]
, β = 1, N − 1,

C[N ] = h

[
−cos(2πω)

2πωh
+Km,ω

cos(2πω − πωh)

2 sin(πωh)
+

m−1∑
k=1

−ms,kq
N
k + ns,kqk
qk − 1

]
,

bu yerda [β] = hβ, qk lar (2m−2) - darajali Eyler - Frobenius ko‘phadi E2m−2(x) ning |qk| < 1
shartni qanoatlantiruvchi ildizlari, Km,ω, ms,k va ns,k ma’lum qiymatlar.

Teorema 2. Sobolevning L(m)
2 (0, 1) fazosida (3) - ko‘rinishidagi Sard ma’nosida optimal

kvadratur formulalarning ω ∈ R va ωh /∈ Z bo‘lganda koeffisiyentlari quyidagicha

C[0] = h

(
Km,ω

2
+

m−1∑
k=1

mc,kqk − nc,kqNk
qk − 1

)
,

C[β] = h

(
Km,ω cos(2πωhβ) +

m−1∑
k=1

(
mc,kq

β
k + nc,kq

N−β
k

))
, β = 1, N − 1,

C[N ] = h

(
−sin(2πω)

2πωh
−Km,ω

sin(2πω − πωh)

2 sin(πωh)
+
m−1∑
k=1

−mc,kq
N
k + nc,kqk
qk − 1

)
,

bu yerda [β] = hβ, qk lar (2m−2) - darajali Eyler - Frobenius ko‘phadi E2m−2(x) ning |qk| < 1
shartni qanoatlantiruvchi ildizlari, Km,ω, mc,k va nc,k ma’lum qiymatlar.
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BITTA SINGULYAR KOEFFITSIENTGA EGA BO‘LGAN GIPERBOLIK
TIPDAGI DIFFERENSIAL TENGLAMA UCHUN QO‘YILGAN
BOSHLANG‘ICH MASALANI TO‘RLAR USULIDA YECHISH
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Ushbu AB = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, y = 0}, AC = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1/2, x+ y = 0}, BC =
{(x, y) : 1/2 ≤ x ≤ 1, x− y = 1} to’g’ri chiziqlar bilan chegaralangan Ω sohada

uxx − uyy −
2β

y
uy = 0, 0 < β < 1/2, (1)

tenglamani qaraymiz.
Ω sohada (1) tenglama giperbolik tipga tegishli bo‘lib, AB kesma buzilish chizig‘i yoki

singulyarlik chizig‘i hisoblanadi.
Ω sohada (1) tenglama uchun quyidagi ko‘rinishi o‘zgartirilgan Koshi masalasini qaraymiz

va to‘rlar usuli yordamida yechimni topamiz.
Ko‘rinishi o‘zgartirilgan Koshi masalasi. Shunday u (x, y) funksiya topilsinki, u Ω

sohada (1) tenglamani va quyidagi

u (x, 0) = τ (x)

lim
y→−0

(−y)2βuy (x, y) = ν (x)

}
(2)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirsin.
Bu masalaning yechimini to‘rlar usuli yoki chekli ayirmalar usuli yordamida yechishni ko‘rib

chiqamiz.
Izlanayotgan u = u (x, y) funksiyaning to‘rning tugunlaridagi qiymatini uik =

u (x0 + ih, y0 + kl) (bu yerda h > 0, l < 0−qadam, i = 1, 2, ...; k = 1, 2, ...) orqali belgilaymiz
[1,2]. Har bir (x0 + ih, y0 + kl) ichki nuqtalardagi xususiy hosilalarni ayirma- lar nisbati bilan
quyidagicha almashtiramiz:

(
∂u

∂x
)
ij
≈ ui+1,k − ui−1,k

2h
,

(
∂u

∂y
)
ik

≈ ui,k+1 − ui,k−1

2l
,

(
∂2u

∂x2
)
ik
≈ ui+1,k − 2uik + ui−1,k

h2
,

(
∂2u

∂y2
)
ik

≈ ui,k+1 − 2uik + ui,k−1

l2
.

(1) tenglamada hosilalar uchun simmetrik formulalardan foydalanib, ayirmali tenglamani
topamiz:

ui+1,k − 2uik + ui−1,k

h2
− ui,k+1 − 2uik + ui,k−1

l2
− 2β

kl

ui,k+1 − ui,k−1

2l
= 0 (2)

bu erda x = ih, y = kl.
(2) da α = l/h belgilash kiritib, uni yozamiz:(

1 +
β

k

)
ui,k+1 = 2uik −

(
1− β

k

)
ui,k−1 + α2 (ui+1,k − 2uik + ui−1,k) . (3)
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(3) tenglamaning α ≤ 1 bo‘lganda turg‘un ekanligi isbotlangan.
(3) tenglama α = 1 bo‘lganda eng sodda ko‘rinishni oladi:(

1 +
β

k

)
ui,k+1 = ui+1,k + ui−1,k −

(
1− β

k

)
ui,k−1. (4)

(4) tenglamadan (0 ≤ x ≤ 1, −1/2 < y ≤ T, T−eng kichik son) topilgan taqribiy
yechimning xatoligi quyidagicha baholanadi:

|ũ− u| ≤ h2

12

[
(M4h+ 2M3)T + T 2M4

]
, (5)

bu yerda ũ− aniq yechim,

Mk = max

{∣∣∣∣∂ku∂xk

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂ku∂yk

∣∣∣∣} , (k = 3, 4) .

Bu sxema oshkor sxemadir, chunki (3) tenglama u (x, y) funksiyaning yk+1 qatlamdagi
qiymatini topishga imkon beradi, agar oldingi ikki qatlamdagi qiymatlar ma’lum bo‘lsa.

Demak, (1), (2) ko‘rinishi o‘zgartirilgan masalaning taqribiy echimini topish uchun
yechimning ikki boshlang‘ich qatlamdagi qiymatini bilish zarur. Bularni boshlang‘ich
shartlardan quyidagi usuldan topish mumkin.

(2) boshlang‘ich shartlarda (−y)2βuy (x, y)
∣∣∣
y=0

hosilani quyidagi ayirmalar nisbati bilan

almashtiramiz:
ui1 − ui0

l
= ν (xi) = νi.

u (x, y) funksiyaning j = 0, j = 1 qatlamdagi qiymatlarini topish uchun

ui0 = τi, ui1 = τi + lνi

ga ega bo‘lamiz.
Bu holda ui1 qiymatlarining xatoligini baholash quyidagicha bo‘ladi:

|ũi1 − ui1| ≤
αh

2
M2,

bu yerda

M2 = max

{∣∣∣∣∂2u

∂x2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∂2u

∂y2

∣∣∣∣} .
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Quyidagi [0,1] kesmada y(0) = y0 boshlang‘ich shart bilan berilgan differensial tenglamaning
taqribiy yechimini topish talab qilinsin [1]

y′ = f(x, y). (1)

Ushbu [0,1] kesmani uzunligi h = 1
N

ga teng bo‘lgan N ta bo‘lakka bo‘lamiz va qidirilayotgan
y(x) funksiyaning yn taqribiy qiymatlarini xn = nh, n = 0, 1, ..., N tugun nuqtalarda
hisoblaymiz. Bunday usullarning klassik namunasi sifatida Eyler usulini olishimiz mumkin.

Biz (1)-tenglamani taqribiy yechish uchun quyidagi ko‘rinishdagi ayirmali formulani
qaraymiz [2]

k∑
β=0

Cβϕ (hβ) ∼= h
k∑

β=0

Cβ,1ϕ
′ (hβ), (2)

bunda h = 1
N
, N ∈ N, Cβ va Cβ,1 lar (2)-formulaning koeffitsiyentlari, ϕ funksiyalarW (2,1)

2 (0, 1)
Gilbert fazosiga tegishli bo‘lib, u fazo quyidagicha aniqlanadi (masalan, [3] va [4] ishlarga
qarang.)

W
(2,1)
2 (0, 1) = {ϕ : [0, 1]→ R|ϕ′ − abs. uzluksiz, ϕ′′ ∈ L2(0, 1)}.

W
(2,1)
2 (0, 1) fazoning ϕ va ψ funksiyalari uchun skalyar ko‘paytma quyidagicha kiritilgan

〈ϕ, ψ〉
W

(2,1)
2

=

1∫
0

[
(ϕ′′(x) + ϕ′(x))(ψ′′(x) + ψ′(x))

]
dx. (3)

Shuningdek, W (2,1)
2 (0, 1) fazoda (3)-skalyar ko‘paytmaga mos norma quyidagicha aniqlanadi

‖ϕ|W (2,1)
2 ‖ =

{ 1∫
0

[
(ϕ′′(x) + ϕ′(x))2

]
dx
}1/2

. (4)

(2)-formulada keltirilgan yig‘indilar orasidagi quyidagi ayirmaga

(`, ϕ) =
k∑

β=0

Cβϕ (hβ)− h
k∑

β=0

Cβ,1ϕ
′ (hβ)

(2)-ayirmali formulaning xatoligi deyiladi [5], hamda unga

`(x) =
k∑

β=0

Cβδ(x− hβ) + h
k∑

β=0

Cβ,1δ
′(x− hβ) (5)

ko‘rinishdagi xatolik funksionali mos keladi. Bu yerda δ(x) Dirakning delta-funksiyasi. Yuqorida
(`, ϕ) bu ` xatolik funksionalning ϕ funksiyadagi qiymati bo‘lib

(`, ϕ) =

∞∫
−∞

`(x)ϕ(x)dx

ko‘rinishida aniqlanadi.
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Shuni ham ta’kidlash kerakki, `(x) xatolik funksionali W (2,1)
2 (0, 1) fazosida aniqlanganligi

uchun u (`, 1) = 0 va (`, e−x) = 0 shartlarni qanoatlantiradi. Oxirgi ikki tengliklar quriladigan
ayirmali formula o‘zgarmas songa va e−x ga aniq bo‘lishini bildiradi:

Koshi-Shvars tengsizligiga asosan, (2)-ayirmali formula xatoligining absolyut qiymati uchun
quyidagi bahoga ega bo‘lamiz

|(`, ϕ)| ≤ ‖ϕ|W (2,1)
2 ‖ · ‖`|W (2,1)∗

2 ‖.

Demak, W (2,1)
2 (0, 1) fazoda (2)-ayirmali formulaning absolyut xatoligi W (2,1)∗

2 (0, 1) qo‘shma
fazodagi ` xatolik funksionali normasi yordamida yuqoridan baholanadi. Ushbu ishning asosiy
natojasi shu yuqori baho uchun quyidagi olingan ifodadir.

1-Teorema. (2)-ayirmali formulaning (5)-xatolik funksionalining normasi uchun

‖`|W (2,1)∗
2 ‖2 =

k∑
γ=0

k∑
β=0

CγCβG2(hγ − hβ)− 2h
k∑
γ=0

Cγ,1

k∑
β=0

CβG
′
2(hγ − hβ)−

−h2

k∑
γ=0

k∑
β=0

Cγ,1Cβ,1G
′′
2(hγ − hβ)

ifoda o‘rinli, bunda G2(x) = sign(x)
2

(
ex−e−x

2
− x

)
, G′2(x) = sign(x)

2

(
ex+e−x

2
− 1
)

va G′′2(x) =

sign(x)
2

(
ex−e−x

2

)
.
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Quyidagi masalani qaraymiz [1,2]:

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
+ b (x, t)u (x, t) = f (x, t) (1)

tenglamaning
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u(x, 0) = u0(x), 0 < x < l
u(0, t) = u(l, t), 0 < t < T

(2)

shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin , bu yerda t ∈ (0, T ), l = 1,
Ω = {(x, t) : t ∈ (0, T ) , x ∈ (0, 1)},
a = const > 0, b(x, t) > 0 chegaralangan funksiya,
f(x, t) ∈ H = L2 (Ω), u0(x ∈ L2 (0, 1) .
a = 1

4
, b = 1, f(x, t) = cos 2 · π(x− t) + 3

2
· π · sin 2 · π (x− t), u(x, 0) = cos 2 · π (x− t),

l = 1 deb olamiz.
Ushbu masala yechimi uchun Bubnov-Galerkin algoritmini bayon etamiz. [0, 1] kesmada

0 = x0 < x1 < ... < xn = 1 to‘rni kiritamiz. Bu yerda hi = xi − xi−1 , h = max hi
i

,

h ≤ c1 ·min
i
hi,max

i
|hi − hi−1| ≤ c2 · h2 belgilashlar va tengsizliklardan foydalanamiz. To‘rning

har bir tugun nuqtasiga ϕi (x) bazis funksiyani mos qo‘yamiz. Bazis funksiya bo‘lakli-chiziqli
funksiyadan iborat bo‘lsin:

ϕi (x) =


x−xi−1

hi
, x ∈ (xi−1, xi) ;

xi+1−x
hi+1

, x ∈ (xi, xi+1) ; i = 1, ..., N − 1,

0, x /∈ (xi−1, xi+1) ;

ϕN (x) =


x−xN−1

hN
, x ∈ (xN−1, xN) ;

x1−x
h1

, x ∈ (x0, x1) ;

0, x /∈ (x0, x1)
⋃

(xN−1, xN) ;

va i = 0, i = N uchun davriylik shartiga ko‘ra ϕ0 = ϕN o‘rinli bo‘ladi.
{ϕi (x)} (1 ≤ i ≤ N) funksiyalar bazis sifatida qabul qilinadi va uh(x, t) taqribiy yechim
uh (x, t) =

∑N
i=1 ai (t)ϕi (x) , a0(t) = aN(t)

ko‘rinishda izlanadi, bu yerda(
∂uh
∂t

, ϕj

)
(t) +

(
1

4
· ∂uh
∂x

, ϕj

)
(t) + (uh, ϕj) (t) = (f, ϕj) (t)

1≤j≤N
(3)

oddiy differensial tenglamalar sistemasi va (uh, ϕi) (0) = (u(0), ϕi),
1 ≤ i ≤ N boshlang‘ich shartlardan aniqlanadi.
uh (x, t) taqribiy yechim ifodasini (3) tenglikka qo‘yib

N∑
i=1

∂

∂t
[ai (t)] (ϕi, ϕj) +

1

4
·
N∑
i=1

ai (t)

(
∂ϕi
∂x

, ϕj

)
+

N∑
i=1

ai(t) (ϕi, ϕj) = (f, ϕj) (t) ,

1 ≤ j ≤ N

oddiy differensial tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.
Turg‘unlik.

∑N
i=1

dai(t)
dt

(ϕi, ϕj) + 1
4
·
∑N

i=1 ai (t) ·
(
∂ϕi
∂x
, ϕj
)

+
∑N

i=1 ai (t) · (ϕi, ϕj)
= (f, ϕj) (t)∑N

i=1 ai (0) · (ϕi, ϕj) = (u0, ϕj) , j = 1, N ; i = 1, N (4)

Quyidagi ψ±1− siljish operatorini kiritamiz:

ψ±1uh (t, xn) = uh (t, xn ± h)
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va Lnx−interpolyatsiya, ξ−ayirmali hosila

Lnx = (ϕi−1, ϕi) · ψ + (ϕi, ϕi) + (ϕi+1, ϕi) · ψ−1,

ξ =

(
∂ϕi−1

∂x
, ϕi

)
· ψ +

(
∂ϕi
∂x

, ϕi

)
+

(
∂ϕi+1

∂x
, ϕi

)
· ψ−1

U holda (4) sistema{
d
dt

(Lxuh) + 1
4
· ξ · uh + Lxuh = (f, ϕj) ,

Lxuh (0, xi) = (u0, ϕj)
(5)

ko‘rinishda yoziladi.
Ishda (5) masala uchun integral tengsizligi haqidagi lemmaga asosan

I (t) ≤ I (0) · e
M
2
t +

N

M

(
e
M
2
t − 1

)
(6)

energetik baho olingan. Bu yerda I (t) = h ·
∑N−1

i=1 (ũ)2, M = 2 |b|,N = 2 max
t

(
h
∑N−1

i=1 f
)1/2

.

Masalani sonli yechimini topish uchun Mathcad tizimida dastur tuzildi va quyidagi natijaga
erishildi:
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Laplas tenglamasi uchun Dirixle chegaraviy masalasini yechish
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G sohada aniqlangan G0 chegara bilan chegaralangan quyidagi xususiy hosilali differensial
tenglamani qaraymiz:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= F (x, y). 1

Bu yerda u = u(x, y) - izlanayotgan funksiya. (1) tenglama F (x, y) = 0 bo’lganda Laplas
tenglamasi deyiladi. Faraz qilamiz G0 chegarada bir nechta g(x, y) shartlar qo’yilgan bo’lsin.
(1) tenglamaning u(x, y) yechimini topish chegarada g(x, y) bilan ustma – ust tushadi :

u = u (x, y) G0 = g 2

(2) chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi (1) tenglamani yechimini izlash masalasi birgalikda
Dirixle masalasi deyiladi. Bu nomalum funksiyaning soha ichidagi nuqtada qiymatini toppish
masalasini qaraymiz. Bunday tenglamani yaqinlashtirib yechish uchun tekislikda h qadam bilan
yetarlicha kichkina kvadrat tur tanlaymiz.
Bu to’rning tugun nuqtalari koordinatalari xi = i ∗ h, yj = j ∗ h bo’lsin. u(xi, yj) va F (xi, yj)
larning qiymatini qisqalik uchun uij va Fij ko’rinishida belgilaymiz. (i, j) tugunlar ichki
deyiladi, agar unga qo’shni bo’lgan 4 ta (i − 1, j), (i + 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1) tugunlar
bilan G+G0 qarashli bo’lsa.
(1) tenglamani ichki (xi, yj) tugunlar bo’yicha quydagi chekli ayirmali tenglamaga o’tkazamiz.

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h2
+
ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

h2
= 0

Bu tenglikni quydagicha yozish mumkin:

ui,j = (1/4)(ui+1,j + ui−1,j + ui,j+1 + ui,j−1) 3

Buni quydagicha yozish mumkin:

ui,j = 1/4ui+1,j + 1/4ui−1,j + 1/4ui,j+1 + 1/4ui,j−1

Bunda u (x, y) = M(xT , yT ) , bu erda M –matematik kutilish belgisi. Yechim toppish uchun
maxsus tasoddifiy jarayon quramiz. Masalan har bir tugun nuqtandagi zarrachani 1

4
ehtimollik

bilan 4 tarafga surish mumkin. Buning uchun EHM da (0; 1) oraliqda tasodifiy miqdor olamiz
(RND) va (0; 1) oraliqni 4 ta teng bo’lakka ajratamiz. Tasodifiy miqdorni (0; 1) oraliqqa
tashlaymiz. Agar tasodifiy miqdor (0; 1/4) oraliqqa tushsa, tugun nuqta o’ng tomonga ko’chadi;
agar tasodifiy miqdor (1/4; 1/2) oraliqqa tushsa, tugun nuqta chap tomonga ko’chadi; agar
tasodifiy miqdor (1/2; 3/4) oraliqqa tushsa, tugun nuqta tepaga o’tadi; agar tasodifiy miqdor
(3/4; 1) oraliqqa tushsa, tugun nuqta pastga o’tadi. Ushbu jarayon zarrach chegaraga chiqqanch
davom etadi. Bu tajribani n marta o’tkazib, n ta tasofiy miqdor olish mumkin va tugun
nuqtani tasodifiy harakatlantirib qaysidir holatlarda chegaraga chiqishini ko’zatish mumkin.
Bizga chegaraviy shartlar oldinda berilgan. Zarrachni chegaraga chiqgandagi qiymatini har safar
hisoblab qo’yamiz. O’tkazilgan n ta tajriba orqali funksiyaning tugun nuqtalardagi qiymatlarini
hisoblash mumkin. Ya’ni

ϕ (x0, y0) =
ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 + . . . + ϕn

n

Bu yerda ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 + . . . + ϕn lar funksiyaning chegaradagi qiymatlari.
Misol. 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 birlik kvadratda (x, 0) = x2, (0, y) = −y2, (x, 1) =
x2 − 1, (1, y) = 1 − y2 chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi ∂2u

∂x2 + ∂2u
∂y2 = 0 Laplas
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tenglamasi berilgan bo’lsin. u (2, 1) ni qiymati hisoblansin. h = 1/4 qadam bilan tur qurib
masalani yechamiz. Bu misolga programma tuzib natija olinganda taqribiy yechim u (2, 1) ≈
2, 87 ko’rish mumkin. Qaralgan masalani aniq yechimi u (x, y) = x2−y2 va u (2, 1) = 3 ga teng.
Xatolik 0,13 ga teng. Bunda xatolikni tajribalar sonini oshirib yanada kamaytirish mumkin.
Xuddi shunday usulda Puasson va Gelmgols chegaraviy masalalarini ham yechishimiz mumkin.

Puasson chegaraviy masalasi.

Yuqoridagi (3) xususiy hosilali differensial tenglamada F (x, y) = −g(x, y) bo’lganda Puasson
tenglamasi deyiladi. Ya’ni
∆u = −g, bu yerda ∆u = ∂2u

∂x2 + ∂2u
∂y2

D sohada aniqlangan G chegarada bir nechta ϕ(x, y) shartlar qo’yilganda tenglamani
yaqinlashtirib yechish uchun yuqoridagidek yetarlicha kichik kvadrat tur quramiz va tugun
nuqtalarini belgilaymiz.
∆u = −g tenglamani ichki (xi, yj) tugunlar bo’yicha ayirmali tenglamaga o’tkazamiz.

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h2
+
ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

h2
= −gij

Bu tenglikni quydagicha yozish mumkin:

ui,j = (1/4)(ui+1,j + ui−1,j + ui,j+1 + ui,j−1 + h2gij)

ui,j =
1

4
ui+1,j +

1

4
ui−1,j +

1

4
ui,j+1 +

1

4
ui,j−1 +

h2gij
4

Bunda ham yuqoridagidek tasodifiy miqdorlarni ishlatib, tugun nuqtalarni tasodifiy harakatini
quramiz va chegaradagi natijalarini yig’ib, har safar h2gij

4
ni qo’shib boramiz.

Tajribalar soni n- ni kattalashtirsak taqribiy yechim aniq yechimga shuncha yaqin bo’ladi.
Puasson va Gelmgols masalalariga algoritmlar tuzib EHM da hisoblangan va etarlicha aniq
yechimga yaqin natijalar olingan.
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L
(2,0)
2 (0, 1) Gilbert fazosida optimal kvadratur formula qurish hamda uning xatoligini

baholash uchun d4

dx4 +1 differensial operatorning D2[β] diskret analogiga asoslangan Sobolevning
metodidan foydalanamiz [1,2,3]. Buning uchun, quyidagi

D2[β] ∗G2[β] = δ[β] (1)
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tenglikni qanoatlantiruvchi D2[β] diskret operatorni quramiz.
Bu yerda

G2(x) = −sign(x)

4

[
2∑

k=1

ex·cos
(2k−1)π

4 · cos

(
x · sin

(
(2k − 1)π

4

)
+

(2k − 1)π

4

)]
,

δ[β] bu diskret delta-funksiya, ya’ni δ[β] =

{
1, β = 0,
0, β 6= 0.

D2[β] diskret operator uchun quyidagi tasdiq o‘rinli.

Teorema. d4

dx4 + 1 differensial operatorning (1) tenglikni qanoatlantiruvchi D2[β] diskret
analogi quyidagi ko‘rinishda,

D2[β] =

√
2

K
·


M1 −K1 + A1

λ1
, β = 0,

1 + A1, |β| = 1,

A1 · λ|β|−1
1 , |β| ≥ 2,

bu yerda h = 1
N
, N ∈ N va

K = sin(

√
2

2
h) · ch(

√
2

2
h)− sh(

√
2

2
h) · cos(

√
2

2
h),

K1 =
sh(
√

2h)− sin(
√

2h)

K
, M1 = −4 cos(

√
2

2
h) · ch(

√
2

2
h),

M2 = 2
(

cos(
√

2h) + ch(
√

2h) + 1
)

,

A4(λ) = λ4 +M1 · λ3 +M2λ
2 +M1λ+ 1,

λ1 =
−K1 +

√
K2

1 − 4

2
, A1 =

A4(λ1)

λ2
1 − 1

.
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Организмы, живущие в речных системах, подвержены неправильным течениям в ниж-
нем направлении. Сегодня одна из наиболее актуальных проблем - как управлять направ-
лением потока, не нанося ущерба экологии потока, как спасти живущие в потоке организ-
мы от смыва и потери. В настоящее время ведущие ученые-биологи, экологи и математики
мира проводят различные исследования по этому вопросу. В исследованиях [1], [2] модели
уравнений реакции-диффузии, основанных на теории метрических графов, были исполь-
зованы для изучения топологической структуры речных сетей, проблемы выживания и
исчезновения видов.

ut − uxx − uux = u(1− u), (t, x) ∈ D1, (n1)

vt − vxx − vvx = v(1− v), (t, x) ∈ D2, (n2)

u(x, 0) = u0(x), −l ≤ x ≤ 0, (n3)

v(x, 0) = v0(x), 0 ≤ x ≤ l, (n4)

u(t,−l) = v(t, l), ux(t,−l) = vx(t, l), 0 ≤ t ≤ T, (n5)

u(t, 0) = v(t, 0), ux(t, 0) = vx(t, 0) 0 ≤ t ≤ T, (n6)

заданные функции удовлетворяют условиям: начальные функции u0(x), v0(x) удовлетво-
ряют условиям периодичности (n5) и u0(x) ∈ C2+α[−l, 0], v0(x) ∈ C2+α[0, l] 0 ≤ u0(c) ≤ 1,
0 ≤ v0(x) ≤ 1 ,u0(x) 6= 0,v0(x) 6= 0. Исследования проводятся по следующей схеме. Сначала
устанавливаются двусторонние оценки для u(t, x), v(t, x), и затем оценки для старших про-
изводных | u, v |1+α,| u, v |2+α. Далее доказаны теоремы единственности и существование.
В отношении функциональных пространств и обозначением норм в них будем следовать
обозначениям норм [ 3].

Лемма. Пусть функции u(t, x) и v(t, x) являются ращением задачи (n1)-(n6) . Тогда

0 ≤ u(t, x) ≤M1 = 1, (t, x) ∈ D1, (n7)

0 ≤ v(t, x) ≤M2 = 1, (t, x) ∈ D2, (n8)

Доказательство: Так как начальные функции тождественны не равны нулю, то
в силу условии (n5) и (n6) с учетом теоремы о знаке производной в граничной точке экс-
тремума и усиленного принципа экстремума получим положительность искомых функции.
Теперь u(t, x) и v(t, x) оценим сверху. Пусть в областиD1∩t ≤ t0 в точке P (t0, x0), u(P ) = 1.
Значение первая точка по t, где принимается это значение. Тогда u(P ) будет максимумом
в рассматриваемой области. Тогда в D1 ∩ t ≤ t0 получается противоречие утверждению
принципа максимума. Аналогичном утверждается отсутствие экстремума и в области D2.
Отсутствие экстремальных значений на боковых границах и на линии перехода получает-
ся в силу условии (n5),(n6). Таким образом, положительный максимум достигается только
в начальный момент. Следовательно, справедливы неравенства (n7),(n8).

В следующих результатах мы установим априорные оценки высокого порядка функ-
ций u(t, x), v(t, x) а также докажем теоремы существования, единственности для (n1)-(n6)
задач.
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В настоящей работе рассматривается популяционная модель типа реакция-диффузия
с двойной нелинейностью в не дивергентной форме:

∂u

∂t
= un∇(um−1∇u) + bu(1− un−1) , (t > 0, x ∈ RN), u(0, x) = u0(x), x ∈ RN (1)

Здесь b > 0,m ≥ 1, n > 1. Эта задача в работе [1] предложена как математическая мо-
дель процесса распространение вируса и получены свойства решений этой задачи. В работе
[2] автор рассматривает задачу Коши для вырожденного параболического уравнения не
в дивергентной форме, представляющей диффузионную аппроксимацию модели распро-
странения эпидемии в замкнутой популяции без ремиссии. Он доказывает существова-
ние и единственность слабого решения, определенного подходящим образом, и некоторые
качественные свойства. Нами доказана, что решение этой задачи обладают свойствами
конечной скорости распространение вируса и пространственной локализации распростра-
нение вируса.
В самом деле замена

u(t, x) = exp(−bt)w(τ(t), x)

в уравнение (1) приведет его к виду

∂w

∂τ
= wn∇(wm−1∇w)− b exp((b(n+m)τ(t)wn)

где τ(t) = 1
b(n+1)

(1− exp (−b(n+m)t)) < 1
b(n+m)

.

Так как exp(b(n+m)t) = (b(n+m)τ(t)− 1)−1

Тогда переходя к переменной τ(t) легко видеть, что последнее уравнение преобразуется
к виду

∂w

∂τ
= wn∇(wm−1∇w) +

1

b(n+m)τ(t)− 1
wn

Перейдем к автомодельному уравнению полагая

w(τ(t), x) = f(ξ), ξ = |x|/[b(n+m)τ(t)− 1]1/2
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Тогда получим следующее автомодельное уравнение

L(f) ≡ fnξ1−N d

dξ
(ξ1−Nfm−1 df

dξ
) +

ξ

2

df

dξ
+ fn = 0

Рассмотрим функцию

f(ξ) = (a− (m+ n− 1)
ξ2

4
)
1/(m+n−1)
+ , a > 0

Где использовано обозначение (m)+ = max(0,m). Легко подсчитать, что

L(f(ξ)) = −(N/2)f + f
n ≤ 0

Так как

f
n
ξ1−N d

dξ
(ξ1−Nf

m−1df

dξ
) +

ξ

2

df

dξ
= (−N/2)f

Поэтому функция u+(t, x) = exp(−bt)f(ξ) обладает свойством u+(t, x) ≡ 0 при | x |≥
2(a/(n − 1))1/2τ(t) < ∞, n > 1. Поскольку max τ(t) = 1

b(n+m)
, то решение задачи (1)

обладает свойством пространственной локализации. Вирусы сосредоточены в области
| x |≤ [b(n+m)τ(t)− 1]1/2.
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ЭЛЕМЕНТ РИССА ОДНОЙ ИНТЕРПОЛ§ЦИОННОЙ ФОРМУЛЫ

Болтаев А.К.1,2, Сапарбаев З.С.2
1 Институт математики имена В.И. Романовского, АН РУз
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Рассмотрим следующую интерполяционную формулу:

ϕ(x) ∼= Pϕ(x) =
N∑
β=0

Cβ(x)ϕ(xβ) (1)

с функционалом погрешности

`(x, z) = δ(x− z)−
N∑
β=0

Cβ(z)δ(x− xβ), (2)

где Cβ(x) – коэффициенты xβ(∈ [0, 1]) – узлы формулы (1), δ(x) – дельта-функция Дира-
ка, функция ϕ(x) принадлежит гильбертову пространству W (2,0)

2 . Норма функций в этом
пространстве определяется следующим образом

∥∥∥ϕ(x)|W (2,0)
2 (0, 1)

∥∥∥ =

 1∫
0

(
ϕ(2)(x) + ϕ(x)

)2
dx

1/2

, (3)
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Погрешностью интерполяционной формулы (1) называется разность

(`, ϕ) = ϕ(z)− Pϕ(z) = ϕ(z)−
N∑
β=0

Cβ(z)ϕ(xβ)

=

∞∫
−∞

(
δ(x− z)−

N∑
β=0

Cβ(z)δ(x− xβ)

)
ϕ(x)dx. (4)

Задача построения оптимальных интерполяционных формул в пространстве W (2,0)
2 - это

вычисление следующей величины:∥∥∥◦`∥∥∥
W

(2,0)∗
2

= inf
C
β

(z),x
β

sup
‖ϕ‖6=0

|(`, ϕ)|∥∥`∥∥W (2,0)∗
2

. (5)

Погрешность формулы (1) является линейным функционалом в W (2,0)∗
2 , где W (2,0)∗

2 -
сопряженное пространство к пространству W (2,0)

2 .
Эта задача состоит из двух частей: сначала мы должны вычислить норму ‖`‖W (2,0)∗

2

функционала погрешности ` в пространстве W (2,0)∗
2 , а потом минимизировать его по ко-

эффициентам Cβ(z) и узлам xβ.
Теперь мы занимаемся решением первой части этой задачи, т.е. вычислением нормы

функционала погрешности `. Для этого мы пользуемся понятием экстремальной функции
функционала погрешности `, введенным С.Л.Соболевым [1-3].

Функция ψ, для которой выполняется равенство

(`, ψ) = ‖`‖ · ‖ψ‖ , (6)

называется экстремальной функцией функционала погрешности `.
Имеет место
Теорема 1. Экстремальная функция ψ функционала погрешности ` интерполяцион-

ной формулы (1) и имеет вид:

ψ(x) = (G2 ∗ `)(x) + d1sin(x) + d2 cos(x),

где d1 и d2 – произвольные действительные числа,

G2(x) =
1

4
sign(x) (sin(x)− x · cos(x)) ,

Кроме того, функционал погрешности (2), как показано в [4], удовлетворяет следующим
условиям

(`, sin(x)) = 0, (`, cos(x)) = 0. (7)

Как было сказано выше, для того чтобы вычислить квадрат нормы ‖`‖2 функционала
погрешности, нам достаточно вычислить скалярное произведение (`, ψ) с учетом условий
ортогональности (7). Таким образом,

‖`‖2

W
(2,0)∗
2

=
N∑
β=0

N∑
γ=0

Cβ(z)Cγ(z)G2(xβ − xγ)− 2
N∑
β=0

Cβ(z)G2(z − xβ). (8)
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ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ И НОРМА ФУНКЦИОНАЛА
ПОГРЕШНОСТИ ОПТИМАЛЬНЫХ ИНТЕРПОЛ§ЦИОННЫХ ФОРМУЛ

ТИПА ЭРМИТА В ПРОСТРАНСТВЕ С.Л.СОБОЛЕВА Lm2 (S) ДЛЯ
ФУНКЦИЙ ЗАДАННЫХ В n- МЕРНОЙ ЕДИНИЧНОЙ СФЕРЕ

Жалолов О.И.1,a, Хаятов Х.У.1,b, Мухсинова М.Ш.1
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В работе [1] С.Л.Соболевым решена задача интерполирования функций n-переменных
в пространстве L(m)

2 (Ω)решена задача 1, т.е. вычислена нормы функционала погрешности
интерполяционной формулы.
Допустим, что в n+ 1 произвольно расположенных точках {θi }

(
i = 0, N

)
, которые всюду

ниже мы будем называть узлами интерполирования, дани значения f(θ0),f(θ1),. . .,f(θN)
функции f(θ).

Требуется построит интерполяционную формулу типа Эрмита Pf (θ), т.е.

f(θ) ∼= Pf (θ) =
N∑
λ=0

∑
|α|≤m

(−1)|α|C
(α)
λ (θ)f (α)(θ(λ)), (1)

совпадающую функцией f(θ) в узлах интерполирования:

f(θi) = Pf (θi), i = 0, 1, ...N, (2)

здесь точки θ(λ) ∈ S и параметры cλ (θ) называем соответственно узлами и коэффициен-
тами интерполяционной формулы (1), S − n- мерная единичная сфера.

Важной задачей в теории интерполирование является нахождение максимума ошибки
интерполяционной формулы f(θ) ∼= Pf (θ) над данном классом функций. Значение этой
функции в некоторой точки z есть функционал определенный как

< `
(α)
N (θ), f(θ) >=

∫
S

`
(α)
N (θ)f(θ)dθ

= f(z)− Pf (z) = f(z)−
N∑
λ=0

C
(α)
λ (z)f (α)(θ(λ)),
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где ясно, что Pf (z) =
N∑
λ=0

∑
|α|≤m

(−1)|α|C
(α)
λ (z)f (α)(θ(λ))

интерполяционная формула типа Эрмита и

`
(α)
N (θ) = δ(α)(θ − z)−

N∑
λ=0

∑
|α|≤m

C
(α)
λ (z)δ(α)(θ − θ(λ)) (3)

функционал погрешности этой интерполяционной формулы, C(α)
λ (z)- коэффициенты, а θ(λ)

узлы формулы Pf (z), θ(λ) ∈ S, δ(θ)- дельта- функция Дирака и f(θ) ∈ Lm2 (S).
Определение. Пространство Lm2 (S) - определяется как пространство функций за-

данных на S и обладающих квадратично суммируемыми обобщёнными производными
порядка m, норма которых определяется равенством [2,3]

‖f (θ) /Lm2 (S)‖2 =
∞∑
k=1

σ(n,k)∑
`=1

a2
k,`k

m (k + n− 2)m ,

и предположим, что 2m > n.

Теорема 1. Норма функционала погрешности `N интерполяционной формулы типа Эр-
мита (1) над пространством Lm

∗
2 (S) равна

∥∥∥`(α)
N

/
Lm

∗

2 (S)
∥∥∥ =


∞∑
k=1

σ(n,k)∑
`=1

[ ∑
|α|≤m

(
Y

(α)
k,` (z)−

N∑
λ=1

c
(α)
λ (z)Y

(α)
k,` (θ)

)]2

km (k + n− 2)m



1/2

,

где Yk,l (θ)- сферические гармоники порядка k вида ` и σ (n, k)- число линейно независимых
сферических гармоник т.е. σ (n, k) = (k+n−3)!

k!(n−2)!
(n+ 2k − 2).

Теорема 2. Существует некоторая функцияu (θ) ∈ Lm2 (S)

u(α) (θ) =
∑
|α|≤m

∞∑
k=1

σ(n,k)∑
`=1

bk,`Y
(α)
k,` (θ) ,

где

bk,` =

∑
|α|≤m

[
Y

(α)
k,` (z)−

N∑
λ=1

c
(α)
λ (z)Y

(α)
k,`

(
θ(λ)
)]

km (n+ k − 2)m
,

и называется экстремальная функция для нормы функционала погрешности (3) интерпо-
ляционной формулы (1).
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КУБАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ В ПРОСТРАНСТВЕ ПЕРИОДИчЕСКИХ
ФУНКЦИЙ С.Л.СОБОЛЕВА W̃

(m)
2 (Tn) .

Жалолов Ф.И.1, Каримова С.Х.1
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В работе [1] рассматривается вопрос о существовании наилучших кубатурных формул
общего вида.

Многомерные кубатурные формулы отличаются от одномерных двумя особенностями:
1. Бесконечно разнообразны формы многомерных областей интегрирования;
2. Быстро растет число узлов интегрирования с увеличением размерности простран-

ства.
Рассмотрим кубатурную формулу вида∫

Tn

p(x)f (x) dx ≈
N∑
λ=1

cλf
(
x(λ)
)
, (1)

где Tn -n мерный тор, cλ - коэффициенты (веса), а xλ =
(
x

(λ)
1 , x

(λ)
2 , ..., x

(λ)
n

)
- узлы куба-

турной формулы, p(x) весовая функция и

`N (x) = p(x)εΩ (x)−
N∑
λ=1

cλδ
(
x− x(λ)

)
, (2)

`N (x) - называется функционалом погрешности кубатурной формулы (1).
Определение. Пространство W̃ (m)

2 (Tn) определяется как пространство функций, опре-
деленных на торе Tn, имеющих все обобщённые производные порядка m и суммируемые
с квадратом (см.[2]). Норма определяется формулой∥∥∥f (x)

/
W̃

(m)
2 (Tn)

∥∥∥ =

(∫
Tn

f (x) dx

)2

+
∑
k 6=0

|2πk|2m ·
∣∣∣f̂k∣∣∣2 , (3)

где fk - коэффициенты Фурье функции f (x).
Справедлива следующая
Теорема 1. Квадрат нормы функционала погрешности (2), кубатурной формулы (1) над
пространством W̃

(m)
2 (Tn) равен:

∥∥∥` (x)
/
W̃

(m)∗

2

∥∥∥2

=

∣∣∣∣∣P̂0 −
N∑
λ=1

cλ

∣∣∣∣∣
2

+
1

(2π)m
∑
k 6=0

∣∣∣∣P̂k − N∑
λ=1

cλe
2πi(k,x(λ))

∣∣∣∣2
|k|2m

,

где (k, x) =
n∑
j=1

kjxj, |k| =

(
n∑
j=1

k2
j

)
и P̂k =

∫
Tn
p (x) e2πi(k,x)dx.

Введём обозначения DN (x) =
N∑
λ=1

cλδ
(
x− x(λ)

)
, тогда для функционала погрешности ку-

батурной формулы (4) имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Функционал погрешности весовой кубатурной формулы (1) при
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` (x) = p(x)εTn (x)−
n

Π
i=1

DNi (xi), N1 ·N2 ·...·Nn = N и N1 = N2 = ... = Nn имеет наименьшую

норму над пространством W̃
(m)
2 (Tn) тогда, когда узлы являются образом решетки на торе

Tn и равные коэффициенты c1 = c2 = .. = cN =
0
c,

которое выражаются формулой

0

A =

P̂0 + 1
(2π)2m · 1

N
2m
n

∑
k 6=0

P̂k
|k|2m

N

(
1 + 1

(2π)2m
1

N
2m
n

∑
k 6=0

1
|k|2m

) .
При этом ∥∥∥∥0

` (x)

/
W̃

(m)∗

2 (Tn)

∥∥∥∥2

=
A

N
2m
n

+
B

N
4m
n

,

где ∥∥∥∥0

` (x)

/
W̃

(m)∗

2 (Tn)

∥∥∥∥ = inf
cλ,x(λ)

∥∥∥` (x)
/
W̃

(m)∗

2 (Tn)
∥∥∥2

,

A =
1

D (2π)2m

∑
k 6=0

(
P̂k − P0

)2

|k|2m
,

B =
1

D (2π)4m

∑
k′ 6=0

1

|k′|2m
∑
k 6=0

P̂ 2
k

|k|2m
−

(∑
k 6=0

P̂k

|k|2m

)2


D = 1 +
1

(2π)2m ·
1

N
2m
n

∑
k 6=0

1

|k|2m
.
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КУБАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ТИПА ЭРМИТА В ПРОСТРАНСТВЕ
СОБОЛЕВА
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Если нам известны не только значения функции f (x) в некоторых точках области Ω,
но и значения ее производных того или иного порядка, то естественно, что при правильном
использовании всех этих данных мы можем ожидать более точный результат, чем в случае
использования только значений функции [1].

Рассмотрим кубатурную формулу вида∫
Kn

f(x)dx ≈
∑
|α|≤t

N∑
λ=1

(−1)αC
(α)
λ f (α)

(
x(λ)
)

(1)
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в пространстве L(m)
2 (Kn), где Kn- n- мерный единичный куб, |α| = α1 + α2 + ... + αn и

0 ≤ t ≤ m.
Обобщённая функция

`
(α)
N (x) = p (x) εKn(x)−

∑
|α|≤t

N∑
λ=1

C
(α)
λ δ(α)

(
x− x(λ)

)
(2),

называется функционалом погрешности кубатурной формулы (1)
εKn (x) - характеристическая функция области Kn, C

(α)
λ и x(λ) - коэффициенты и узлы

кубатурной формулы (1) и δ (x) - дельта-функция Дирака.
Определение 1. Пространство L

(m)
2 (Kn) определяется как пространство функций,

заданных на n- мерном единичном кубе Kn и имеющих все обобщённые производные
порядка m, суммируемые с квадратом в норме [2]:

∥∥∥f/L(m)
2 (Kn)

∥∥∥ =


∫
Kn

∑
|α|=m

m!

α!
[Dαf ]2 dx


1
2

,

где |α| = α1 + α2 + ...+ αn, dx = dx1dx2...dxn.
Справедливы следующие

Лемма. Если для функционала погрешности (2) кубатурной формулы (1) выполня-
ются условия

`
(α)
N (x) = `

(α1)
N1

(x1) · `(α2)
N2

(x2) · ... · `(αn)
Nn

(xn)

и, ∥∥∥`(αi)
Ni

/
L

(mi)
∗

2 (0, 1)
∥∥∥ ≤ ci

1

Nmi
i

(
i = 1, n

)
т.е.

то ∥∥∥`(α)
N

/
L

(m)∗

2 (Kn)
∥∥∥ ≤ c · 1

n

Π
i=1

Nmi
i

,

Теорема. Весовая кубатурная формула (1) с функционалом погрешности (2) при
N1 = N2 = ... = Nn,

n

Π
i=1

Ni = N и m1 + m2 + ... + mn = m является оптимальной по

порядку сходимости в пространстве L(m)
2 (Kn) , т.е. для нормы функционала погрешности

(2) кубатурной формулы (1) имеет место равенство∥∥∥`(α)
N

/
L

(m)∗

2 (Kn)
∥∥∥ = O

(
N−

m
n

)
.
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ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ ФУНКЦИИ νm (x) И ОПРЕДЕЛЕНИИ
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ОПЕРАТОРА

Жалолов Ик.И.1, Ярашов И.Б.2
1 Ташкентский государственный транспортный университет, Ташкент, Узбекистан

ikromjalolov@mail.ru;
2 Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан

o_jalolov@mail.ru

В настоящей работе находим преобразование Фурье F [νm (x)] боронообразной функции

νm (x), где νm (x) =
∞∑

k=−∞
νm(hk)δ(x− hk) и дискретной функции Dm [β], который исполь-

зуется при построении оптимальных квадратурных формул в пространстве Хëрмандера
Hµ

2 (R).
Определение. Пространство Hµ

2 (R) определяется как замыкание бесконечно диф-
ференцируемых функций, заданных в R и убывающих на бесконечность быстрее любой
отрицательной степени в норме[1]

‖f |Wm
2 (R)‖ =

{∫ ∞
−∞

∣∣F−1
[
(1 + y2)m/2 · F [f(x)] (y)

]∣∣2 dx}1/2

. (1)

Справедлива следующие
Теорема1. Преобразование Фурье функции νm (x) для определении дискретного аналога
дифференциального оператора [

1− 1

(2π)2

d2

dx2

]m
, (2)

удовлетворяющий равенству Dm [β] ∗ νm [β] = δ [β], имеет вид

F [ν̄m (x)] (p) =
π (2m− 2)!

22m−2 [(m− 1)!]2

[
λ
(
e4πh − 1

)
−λ2e2πh + λ (e4πh + 1)− e2πh

]
+

π
22m−2(m−1)!

m−1∑
k=0

(2m−k−2)!(4πh)k

k!(m−k−1)!

[
e2πh

e2πh−λ

k∑
i=0

(
λ

e2πh−λ

)i i∑
ρ=0

(−1)i−ρ ·

· i!
ρ!(i−ρ)!

ρk + λe2πh

λe2πh−1

k∑
i=0

(
1

λe2πh−1

)i i∑
ρ=0

(−1)i−ρ i!
ρ!(i−ρ)!

ρk ] ,

где

νm(x) =
π exp(−2π |x|)

22m−2 · (m− 1)!

m−1∑
k=0

(2m− k − 2)! · (4π)k

k! · (m− k − 1)!
|x|k (см. [2] ).

Теорема 2. Дискретный аналог дифференциального оператора (2) удовлетворяющий
равенству

Dm [β] · νm [β] = δ [β] ,

имеет следующий вид
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F
[
Dm (β)

]
= 22m−2((m−1)!)2

π(2m−2)!



m−1∑
k=1

Tm(λ1,k)λ|β|1,k

λ2
1,kL

′
2m−2(λ1,k)

, если |β| ≥ 2

1 +
m−1∑
k=1

Tm(λ1,k)
λ1,kL

′
2m−2(λ1,k)

, если |β| = 1

m−1∑
k=1

Tm(λ1,k)
λ2

1,kL
′
2m−2(λ1,k)

− 2mch(2πh)c2m−2+c2m−3 , если |β| = 0

где

T (λ) = λ2 − 2λ cos (2πh) + 1,

L2m−2 (λ) =
2m−2∑
n=0

cnλ
n, cn = c2m−2−n и λ1,k- корны многочлена Эйлера.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ВБЛИЗИ ВЕРТИКАЛЬНО
РАСПОЛОЖЕННОГО ИСТОЧНИКА С УЧЕТОМ ИЗМЕНЕНИЕ

ПЛОТНОСТИ СРЕДЫ
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Всестороннее исследование процессов тепловой конвекции является весьма актуальной
проблемой гидромеханики и теплообмена, поскольку они часто встречаются во многих
задачах практики. Исследованию таких механизмов посвящены многочисленные работы
отечественных и зарубежных авторов. Например, в работах [1,2] рассматривается стацио-
нарный, ламинарный перенос в слое, примыкающем погруженный в покоящийся окружа-
ющий газ в вертикальной поверхности. Уравнения написаны в несжимаемой постановке.
Вышеприведенный анализ показывает, что процессы тепловой конвекции нуждается в
дальнейшем исследовании. В частности, многие процессы происходит в вертикально рас-
положенных источниках в сильно изменяющимся температурном режиме и нуждается в
учете сжимаемости среди при моделировании. В настоящей работе численно исследуется
стационарный, ламинарный перенос в слое, примыкающем погруженный в покоящийся
окружающий газ в вертикальной поверхности с учетом сжимаемости среды. При этом
предполагается, что температура окружающего воздуха постоянно и равно t1 темпера-
тура на поверхности стержня так же поддерживается постоянной температурой равной
t0, (t0 > t∞) Схематическая картина течения показан в [2].

При проведении вычислительных экспериментов предполагалось, что теплофизиче-
ские свойства материала стенок и газа не зависят от температуры, а режим течения яв-
ляется ламинарным. Рассматриваемый физический процесс математически моделируется
на основе уравнении приближении пограничного слоя следующей системой дифференци-
ального уравнения [9-10]:

∂u

∂x
+
∂u

∂y
(ρυ) = 0 (1)
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ρυ
∂u

∂x
+ ρυ

∂u

∂y
=

∂

∂y
(µ · ∂u

∂y
) +

ρβ(T − T1)

Fr

ρυ
∂E

∂x
+ ρυ

∂E

∂y
=

1

Pr
,
∂

∂y
(µ · ∂u

∂y
)

В этих уравнениях неизвестными является: υ, ν продольные и поперечные составляющие
скорости; ρ- плотности, Т - абсолютная температура, Е - полная энергия, а также
динамический коэффициент вязкости µ, Fr - гидродинамическое число Фруда, Pr-Число
Прандтля - критерий подобия тепловых процессов в жидкостях и газах, учитывающий
влияние физических свойств теплоносителя на теплоотдачу[2]. Для замыкания системы
дифференциальных уравнений (1) привлекается алгебраические уравнения полной
энергии, состояния идеального газа, для коэффициента вязкости формула Саттерлэнда.
Граничные условия

В системе координат по оси расположен неограниченный стержен источник тепла, ко-
торый имеет фиксированное значение. При тепло и массопереносе вблизи стержня возни-
кает динамические и тепловые пограничные слои. Толшина пограничного слоя раширяется
по мере продвижения на верх. Исходя из перечисленных выше, сформулируем граничные
условия:

x = 0 :=

{
u = 0, H = H0, ν = 0, y = 0

u = 0, H = H1, ν = 0, y > 0

x = 0 :=

{
u = 0, H = H0, ν = 0, y = 0

u→ 0, H → H1, ν → 0, y → y∞

Выше изложенная задача решена численно с применением двухслойной, четырехточечной
неявной конечно - разностной схемы и методом прогонки с итерацией [3]

При этом на основе составленного алгоритма составлен программа на языке DELPHI.
Во время работы программы результаты выражались в виде графиков, для этого восполь-
зовались компонентом Chart. На рис. 1. приведены ширина зоны смещения теплового по-
граничного слоя, а на рис.2. приведены изменение продольной скорости в сечении x̄ = 4, в
зависимости от учета и без учета сжимаемости среды. Из рисунков следует, что учет сжи-
маемости среды приводит к сужению ширины зоны смещения, увеличению продольной
скорости чем без учета сжимаемости среды.

Синий - с учетом сжимаемости среды, красный-без учета сжимаемости среды. Таким
образом, математический модель описывает физики процесса, в частности, при учете сжи-
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маемости с повышением температуры уменьшается плотность среды(воздуха в нашем слу-
чае), что приводить сужению ширины зоны смешения, тем самым увеличению продольной
скорости.

ЛИТЕРАТУРА
1. Rodriguez I., Castro J., Perez-Segarra C.D., Oliva A. Unsteady numerical simulation of
the cooling process of vertical storage tanks under laminar natural convection // Inter. J. of
Thermal Sci. 2009. Vol. 48,No. 4. P. 708-721.
2. Б. Гебхард, И. Джалурия, Р. Махаджан, Б. Самакия. Свободно конвективные течения,
тепло - массообмен. В 2 - х книгах. Книга 1. М.: Мир. 1991 - 678 с.
3.Вабищевич П.Н. Численные методы. Вычислительный практикум/-М: Ленанд, 2016.-320
с.
4. Хомоненко А.Д. Самоучитель Delphi.-СПб.; БХВ-Петербург, 2008.-576 с.

НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ПОПЕРЕЧНЫЕ ВОЛНЫ СДВИГА
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В работе рассматривается задача о нестационарных поперечных волнах сдвига в

упруго-пористой среде, ограниченной двумя концентрическими сферическими поверхно-
стями. Задачи, относящиеся к проблемам моделирования процессов распространения и
дифракции нестационарных волн в сплошных средах, а также взаимодействия дефор-
мируемых тел с окружающей средой, являются актуальными и представляют большой
практический и теоретический интерес. Актуальность проблем динамики деформируемых
тел обусловлена развитием различных областей техники, созданием новых конструкций,
работающих при динамических нагрузках, а также проблемы геофизики, сейсмологии, га-
зоразведки, нефтеразведки, добывающей промышленности, строительства гражданских и
промышленных сооружений.

Пусть линейно упруго-пористая однородная изотропная среда ограничена двумя кон-
центричными сферическими поверхностями, радиусы которых равны соответственно R1 и
R2 (R1 < R2). К ее внутренней поверхности приложены осесимметричные кинематические
или силовые нагрузки. Движение сред рассматривается в сферической системе координат
(r, θ, ϑ) с началом в центре концентрических сфер. В начальный момент времени τ = 0
упруго-пористая среда находится в невозмущенном состоянии.

С учҷтом осевой симметрии задачи движение среды относительно потенциала ψ опи-
сывается волновым уравнением

γ2
3

∂2ψ

∂τ 2
= ∆ψ − ψ

r2sin2θ
,∆ =

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
, (1)

где γ3- безразмерная скорость распространения волны в среде.
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Начальные условия Џ однородные

ψ|τ=0 = ψ̇
∣∣∣
τ=0

= 0. (2)

К внутренней поверхности приложена заданная осесимметричная касательная поверх-
ностная нагрузка q(τ, θ)

σrϑ|r=R1
= q(τ, θ) (3)

или задано касательное перемещение V (τ, θ):

uϑ|r=R1
= V (τ, θ). (4)

Внешняя поверхность среды свободна от давления или на поверхности перемещение
равно нулю.

Для решения начально-краевой задачи применялось интегральное преобразование Ла-
пласа по безразмерному времени и метод неполного разделения переменных. В простран-
стве изображений задача сведена к бесконечной системе линейных алгебраических урав-
нений, которую запишем в виде системы матричных уравнений [2]:{

MAy2 + F1B− F2By
2 = ky

NAx2 + T1B−T2Bx
2 = 0

(5)

x = e−R2ηs, y = e−R1ηs.

где Fm, Tm, M, N- бесконечные диагональные матрицы соответственно с элементами
Fmn(s), Tmn(s) (m = 1, 2), Mn(s), Nn(s); k(s) - бесконечный вектор-столбц с элементами
kn(s); A и B - бесконечные вектор-столбцы соответственно с элементами ALn(s), BL

n (s).
Отметим, что элементы всех указанных матриц и векторов являются рациональными

функциями параметра преобразования Лапласа s.
Решение системы уравнений (5) представим следующими бесконечными рядами(

A
B

)
=

∞∑
ij=0

(
aij(s)
bij(s)

)
xiy−j−1, (6)

aij(s) =
∥∥∥a(1)

ij (s), a
(2)
ij (s), ...

∥∥∥T ,
bij(s) =

∥∥∥b(1)
ij (s), b

(2)
ij (s), ...

∥∥∥T .
Подставляя бесконечные ряды (6) в систему (5) и приравнивая коэффициенты в ле-

вой и правой частях при одинаковых степенях переменных x и y, получим следующие
рекуррентные соотношения для коэффициентов a(n)

ij (s), b(n)
ij (s), (n = 1, 2, ...) и начальные

условия к ним.
Рекуррентные соотношения позволяют определить все элементы соответствующих

столбцов aij(s), bij(s) в виде рациональных функций параметра преобразования Лапласа
s, что позволяет вычислить их оригиналы, а, следовательно, и оригиналы коэффициен-
тов рядов для перемещения и напряжения среды с использованием теории вычетов [1].
Получены формулы для компонент вектора перемещения и тензора напряжений в среде.
Переход к оригиналам осуществляется с помощью теории вычетов. Проведены численные
эксперименты. Полученные результаты работы могут быть использованы в области гео-
физики, сейсмологии и проектных организаций при строительстве сооружений, а также
при проектировании подземных резервуаров.
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В настоящие время интенсивное развитие гидротехнического строительства ни только
нашей стране по всему миру вызвало необходимость учҷта воздействия различных со-
оружений на русловые процессы, особенно на равнинных реках. Разработке этих проблем
посвящены исследования последнего периода, позволившие разработать методы расчета
русловых деформаций при возведении гидротехнических сооружении различных типов.
Сложность изучения динамики русловых потоков и русловые процессы сопряжено раз-
мываемыми грунтами. Как известно русловой процесс является сложным многофактор-
ным явлением, что любой участок реки получает заданный ему природными условиям
сток наносов, которые поток должен транспортировать вниз по течению. Такое течении
от рельефа, геологии водного и ледового режимов, стока взвешенных наносов, режима
их поступления, крупности наносов о черед размер поступлении наносов, их состав зави-
сят от множественных природных факторов: выпадающих атмосферных осадков, уклонов
поверхности водосбора, грунтов и их проницаемости растительности и.т.п. Все это делает
русловой процесс сложным многофакторным явлением, которое может изучаться толь-
ко на основе обоснованного многофакторного подхода, могут дать полезных результатов.
Необходимо отметить, что решение проблемы расчҷтов и прогнозов руслового процесса
требует создание гидравлической теории и учҷтом морфологический аспекты проблемы.
Обычно, динамика русловых потоков и русловых процессы изучаются на натурах или
лабораторных условиях на основе модели рек (или в части реки). Естественно, создании
модели требуют огромного количество материальных расходы и человеческое времени.
Иногда наименшое изменение в параметрах потока требуются переделки эксперименталь-
ной установки. В таких случаях самым удобным экономичным и эффективным методом
исследования речного русла является с помощью математического моделирование дан-
ного процесса. Которые позволяет в широком диапазоне изменения параметров речного
русла, русла, как геометрические размеры, рельеф им бьефы, наносы и др. не требуютей
никаких проблем изменения в математических моделях, кроме того этот способ исследова-
ния позволяет разносторонно прогнозировать речного русло [3]. Математическая модель
русловых потоков основывается на динамику жидкостей (многофазных сред). Режим те-
чения воды в реках, как правило, турбулентный, поэтому динамика русловых потоков
основывается прежде всего на законах турбулентного движения жидкости. Математиче-
ская модель русловых потоков основаны в основном на фундаментальных физических
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законах: сохранения вещества (массы) и сохранении энергии, а такие движения. В данной
работе приводится основные уравнения и способ расчета деформаций некоторых русловых
деформации [1]. Основная система уравнений динамики русловых потоков содержит сле-
дующие составлявшие: уравнение движение воды, уравнения неразрывности и уравнение
деформаций [1, 4].

I =
v2

C2H
+

∂

∂x
(
αkv

2

2g
) +

α′

g

∂v

∂t
,

∂Q

∂x
+
∂F

∂t
= 0,

∂Qs

∂x
+ (1− ε)∂yd

∂t
= 0.

Данная система уравнений незамкнута, так как содержит шесть неизвестных функций
продольной координаты (х) и времени (t): yd, H,B, v, C, и Qs. [5] Система уравнение или
математическая модель деформации русловых рек нестационарная, и требует для решение
граничных и начальных условия по неизвестным определяются конкретными условиями
задачи [2]. Кроме того, для замыкания системы уравнений требуются ряд соотношений
(уравнении) эти соотношений т.е. связь между неизвестным системы могут быт получены
экспериментально или полуэмпирическим путем.
Заключение: Система уравнений ряд обоснованным допущениями, начальными и гра-
ничными условиями решена для конкретной задачи конечно-разностным методом. Резуль-
таты получены по продольной направлении реки и по времени.

ЛИТЕРАТУРА

1. Н.Б. Барышников, И.В. Попов. Динамика русловых потоков и русловые процессы. Ле-
нинград гидрометеоиздат 1988. с.455.
2. А.А. Самарский. Теория разности схем. -3-е изд. -М.: Наука. 1989. с.616.
3. Исмагилов Х.A. Селевые потоки, русловые процессы, противоселевые и против павод-
ковые мероприятия в Средней Азии. Ташкент, 2006. p. 262.
4. Исмагилов Х.A., Ибрагимов И.A. Движение паводковых вод в руслах в условиях заре-
гулированного стока воды. Журнал "Проблемы механики 1, Ташкент, 2014. с.69-71.
5. Исмагилов Х.A., Ибрагимов И.A. Рекомендации по гидравлическому расчету и креп-
лению берегов русла р. Амударьи в условиях зарегулированного стока воды. Журнал
"Проблемы механики Ташкент, 2014. с.66-69.

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ПРОДОЛЖЕНИЯ ПОЛЯ
НА РЕАЛЬНЫХ ДАННЫХ

Карчевский А.Л.
Институт математики им. С.Л.Соболева СО РАН, Новосибирск, Россия

karchevs@math.nsc.ru

Рассматриваемая в представленной работе задача имеет отношение к изучению поведе-
ния плотности теплового потока вблизи контактной линии “твердое тело - газ - жидкость”.
Эти исследования на данный момент являются весьма актуальными для создания новых
типов испарителей, использующихся для охлаждения приборов, работающих как на Зем-
ле, так и в космосе. Для изучения плотности теплового потока был использован метод
тонкой нагретой фольги.
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Математически, чтобы определить плотность теплового потока в интересующей нас
области, задача сводится в стационарном случае к решению задачи Коши для эллипти-
ческого уравнения, в нестационарном случае - к решению уравнения теплопроводности с
данными на времениподобной границе. В обоих случаях обрабатывались данные, полу-
ченные в ходе реальных лабораторных экспериментов.

К ПОСТРОЕНИЮ И РЕШЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ МОДЕЛИ
ЗАДАЧИ ТЕОРИИ НЕЛИНЕЙНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ

КаюмовШ., Арзикулов Г.П., МардановА.П., ХаитовТ.О.
Ташкентский государственный технический университет имени И.А.Каримова

kayumovmatemic@gmail.com, arzikulov79@mai.ru, apardayevich@mail.ru,
tojiboy.xaitov.77@gmail.ru

Известно, что задача фильтрации флюидов имеющие нелинейные свойства многослой-
ных средах представляет научный интерес в практическом плане. Слоистые среды по сво-
ей сути является сложными структурами, где трудно определить границы слоев. Обычно
при исследование подземной среды считают, что слоистые среды имеют кровля и подош-
вы. Исходя из характеристик среды можно их считать гидродинамически связанными или
несвязанными пластами. Исследование таких пластов посвящены работы [1-2]. Если физи-
ческие и химика - технологическое параметры среды отличный от ранее существовавших
моделей, а также структурные свойства флюида иначе, то обычно такие флюиды назы-
вают структурированными. Для них характерны существование трех зоны фильтрации
(зона ползучести, зона аномальности и зона сильных подвижностей). Изучение структу-
рированных флюидов в слоистых средах почти отсутствует, имеется частичные работы
[3-5], предполагающие существовании различных типов флюидов в слоях среды.

Пусть область Ω состоит из трех областейD1, D2 иD3, при этом верхнееD3 и нижнееD1

хорошо проницаемые (горизонтальные характеристики преобладает над вертикальными),
а средний D2 плохо проницаемы и в нем вертикальные характеристики преобладает над
горизонтальными.

Процесс фильтрации флюидов в таких средах математически сформулируется
так: необходимо найти непрерывные функции ui(x, y), (i = 1, 2), v(x, y, z) а также
Rj(x, y, t), (j = 1, 2) из следующей системы уравнений

∂
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, t > 0, z ∈ (h1;h2). (2)

С начальными

ui(x, y, 0) = ui0(x, y), v(x, y, z, 0) = v0(x, y, z), R1(x, y, 0)

= R2(x, y, 0) = R0(x, y), (3)
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и граничными
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а также краевыми условиями
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(x,y)∈H

= 0. (7)

Здесь функции Φj(j = 1, 3), k(x, y, z) выражает нелинейности процесса фильтрации и
берется как в [4,5],{

Φ,M
}

=
{

Φ1,M1; Φ2,M2 ; Φ3,M3

}
при x ∈ (0, R1(t)); x ∈ (R1(t), R2(t)); x ∈ (R2(t), L1)

соответственно, при этом y ∈ (0;L2), z ∈ (0;H), a1 + a2 6= 0, ci – параметр среды. Нели-
нейная задача (1)-(7) решается методом итерации и методом прямых по t, а также мето-
дом переменных направлений с дальнейшем применением потокового варианта разностной
прогонки [6,7]. Построенные вычислительные алгоритмы апробирован на тестовых дан-
ных, и по ним можно сделать вывод о применимости данного способа моделирование для
определение технологических параметров месторождений аналогичного типа.
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НАДЕЖНАНАЯ МОДЕЛЬ НАДЕЖНОСТИ ВОССТАНАВЛИВАЕМОЙ
ТЕХНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

ХАЙДАРОВ Ш.А.1, ЭЛИБОЕВ Н.Р.2, АБДИЖАЛИЛОВ Ж.Ш.3
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Предлагается дискретная математическая модель надежности стареющей технической
системы, состояние которой со временем ухудшается, что приводит к увеличению вероят-
ность ее отказа. В целях обеспечения необходимой работоспособности системы проводятся
профилактические ремонты разной глубины в случайные моменты времени. Поэтому важ-
ным является определение такого правила выбора периодов времени таких ремонтов, кото-
рое обеспечивает оптимальный уровень работоспособности системы. В статье описывается
математическая модель, описывающая взаимосвязи параметров надежности технической
системы и случайных моментов времени проведения профилактических работ, которые
определяют конечное число состояний системы. На основе анализа этой модели опреде-
ляется правило выбора периодов времени таких ремонтов, обеспечивающих оптимальный
уровень работоспособности системы.

1. Общая постановка задачи, актуальность и цель исследования. Известно,
что все технические системы в процессе эксплуатации ухудшают свои характеристики,
что увеличивает вероятность их отказа. Она может быть уменьшена и доведена до оп-
тимального уровня с помощью проведения профилактических ремонтов. Обычно такие
ремонты определяются регламентом в заранее определенные моменты времени. Однако,
в силу различных причин, их реализация происходит в случайные моменты времени. Это
обуславливает актуальность построения математической модели, описывающей взаимо-
связи параметров надежности функционирования рассматриваемой технической систе-
мы, случайных моментов времени проведения профилактических работ и вероятностей
отказа в состояниях во время ремонта. Вероятность отказа является наиболее важным
параметром такой модели, так как она приводит к длительному простаиванию системы и
значительным затратам на ее восстановление.

Последовательность моментов проведения ремонтов переходов системы из очередного
состояния в последующее в данной постановке рассматривается как процесс управления
этой системой.

Цель исследования - построение математической модели надежности и работоспособ-
ности управляемой технической системы с конечным числом состояни, в которых система
будет находиться в период очередного прафилактического обслуживания. Рассматрива-
ется наиболее перспективный подход к моделированию надежности технических систем,
предполагающий введение и определение промежуточных состояний, определяющих уро-
вень работоспособности и вероятность отказа. Такой подход позволяет учесть индиви-
дуальные особенности системы, например, скорость износа, что в свою очередь предо-
ставляет возможность более адекватно принимать решения по определению графика ее
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профилактическоого обслуживания. Существующие методы моделирования техничекских
систем [1] для выбора оптимальных решений по определению графика профилактических
ремонотовпользуются статистическими данными, получеными по большой группе одно-
типных систем. Основной величиной при этом является "наработка на отказ". Однако
индивидуальные особенности конкретной системы в этом случае не учитываются. Целью
моделирования является поддержание оптимальной работоспособности отдельной систе-
мы с учетом ее состояния на неограниченном интервале времени. В основу моделирования
положен марковский случайный процесс.

В предлагаемой работе развивается подход к моделированию надежности технических
систем, рассмотренный в [2].

2. Математическая модель надежности. Пусть стохастическая система S кон-
тролируется через случайный период времени ξ = min(ξ, τ), где ξ - случайное время до
отказа, зависящее от наблюденного состояния в последний момент контроля; τ - плановый
случайный период контроля, имеющий распределение Эрланга k-го порядка. В каждый
момент контроля система может находиться в одном из состояний конечного множества
E = {x1, ..., xN , } Будем считать, что наилучшим состоянием, в котором вероятность от-
каза минимальна, является x1 а наихудшим -состояние xN . Состоянию x1 соответствует
новая система, а состоянию xn - максимально изношенная. Все остальные состояния -
промежуточные, вероятность отказа в которых упорядочена по его возрастанию от мини-
мального к максимальному. Нам будет удобно расширить множество состояний, снабдив
каждый элемент x1 ∈ E вторым индексом s, s = 1, ..., k+1. При этом s = 1, ..., k указывает
на фазу эрланговского распределения [2] периода т, а s = k + 1 указывает на состояние
планового контроля. Обозначим E ′′ = {xis}, i = 1, ..., N, s = 1, ..., k + 1. Таким образом,
полное множество состояний E = E ′′

⋃
{xij}.

Пусть в плановый момент контроля система находится в состоянии xjk+1, j = 1, ..., N,
в котором применяется одно из возможных профилактических ремонтов. Положим, что
множество допустимых профилактических ремонтов, которое назовем множеством управ-
лений и обозначим Y = {y1, ...ym}, конечно. Элемент этого множества, управление yi, опре-
деляет глубину обновления системы. Оно определяет интенсивностиµjs перехода системы
из состояния xjk+1 в состояние xs1, s = 1, , j Будем считать, что чем глубже управле-
ние обеспечивает обновление системы, тем больше интенсивность перехода в состояние с
меньшим номером s. Однако будем учитывать, что чем глубже обновление системы, тем
больше стоит это управление.

Естественно считать, что отказ системы возможен в любом состоянии xjs, j =
1, ..., N, s = 1, ..., k, причем интенсивность отказа vj не зависит от фазы s. Считаем фор-
мально, что отказ системы приводит к переходу ее в состояние x0. В состоянии x0 система
восстанавливается в одно из состояний xj1, с интенсивностью Φj, j = 1, ..., N.

Обозначим интенсивность перехода между фазами через γ.
Основная задача моделирования будет состоять в выборе оптимальной стратегии

управления, т. е. в выборе вида профилактического ремонта для каждого состояния в
каждый момент контроля.

Система уравнений Колмогорова для вероятностей состояний предложенной модели
имеет следующий вид [4]:

d

dt
P11(t) = −(v1 + λ1 + γ)P11(t) + ΦP0(t) +

N∑
i=1

µ11Pik(t)
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d

dt
Ps1(t) = −(vs + λs + γ)Ps1(t) + ΦsP0(t)+

+
N∑
i=s

µisPik+1(t) + λs−1Ps−11(t), s = 2, ..., N − 1,

d

dt
PN1(t) = −(vN + γ)PN1(t) + ΦNP0(t)+

+µNNPNK+1(t) + λN+1PN−11(t),

d

dt
P1s(t) = −(v1 + λ1 + γ)P1s(t) + γΦ1s−t, s = 2, ..., k,

d

dt
Pqs(t) = −(vq + λq + γ)Pqs(t) + γΦqs−1 + vq−1Pq−1s(t), q = 2, ..., N − 1, s = 2, ..., k,

d

dt
PNs(t) = −(vq + γ)PNs(t) + γΦNs−1 + vN−1PN−1s(t), s = 2, ..., k,

d

dt
Pqk+1(t) =

N∑
i=1

µqiPqk+1(t) + γPqk(t), q = 1, ..., N,

d

dt
P0(t) = −

N∑
i=1

ΦiP0(t) +
N∑
i=1

k∑
j=1

viγPij(t),

d

dt
P0(t) +

N∑
i=1

k+1∑
j=1

Pij(t) = 0

Заметим, что одно из уравнений системы, кроме условия нормировки, может быть опу-
щено при ее решении.

усть в начальный момент времени система находится в состоянии x11. Тогда начальное
распределение вероятностей имеет следующий вид:

P11(0) = 1, P0(0) = 0, Pj(0) = 0 для всех i, j, кроме i = j = 1.
Рассмотрим случай, когда существует стационарный режим функционирования систе-

мы [4]. При этом существуют пределы вероятностей состояний P1j(t), P0(t) при t → ∞ и,
следовательно, в этом режиме все производные этих вероятностей равны 0. Тогда приве-
денная система дифференциальных уравнений перейдет в неоднородную систему линей-
ных алгебраических уравнений. Такая система может быть решена, например, с помощью
компьютерной программы MAPLE.

Выводы
Предложен новый подход к моделированию стареющих технических систем, вероят-

ность возможного отказа которых возрастает со временем. Он состоит в том, что для
описания эволюции процесса старения технической системы вводится последовательность
состояний, которые она проходит по очереди. При этом такой показатель системы как
интенсивность отказа монотонно возрастает. Показано, что при определенных условиях
эволюция системы может быть описана марковским процессом и, следовательно, модель
может быть основана на системе уравнений Колмогорова. Целью моделирования явилось
нахождение такой стратегии профилактических обновлений системы, которая бы оптими-
зировала ее работоспособность и надежность. Практическое значение полученных резуль-
татов состоит в том, что решение этой актуальной задачи легко может быть получено с
помощью математических вычислительных программ, например MAPLE. Следует учесть,
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что в модели принят случайный период контроля. Последнее расширяет круг систем, ко-
торые адекватно могут быть описаны предложенной моделью.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО ВЫБОРА
ВНЕШНИХ СИЛ В ВОЛНОВОМ УРАВНЕНИИ

Хайиткулов Б.Х.1, Латипов Н.К.2

Национальный университет Узбекистана, Ташкент, Узбекистан
1b.hayitqulov@mail.ru, 2nusratulla@mail.ru

Пусть D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, 0 ≤ t ≤ T} – параллелепипед. Требуется опреде-
лить функцию f(x, y, t) ≥ 0, доставляющую при каждом t ∈ [0, T ] минимум линейному
функционалу [1-3]

J{f} =

b∫
a

d∫
c

f(x, y, t)dydx→min, (1)

при следующих условия:

∂2u

∂t2
= χ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ f(x, y, t), a < x < b, c < y < d, 0 < t ≤ T,

u(x, y, 0) = ϕ(x, y), ut(x, y, 0) = ψ(x, y), a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d,
u(a, y, t) = µ1(y, t), u(b, y, t) = µ2(y, t), c ≤ y ≤ d, 0 < t ≤ T,
u(x, c, t) = µ3(x, t), u(x, d, t) = µ4(x, t), a ≤ x ≤ b, 0 < t ≤ T,

m(x, y, t) ≤ u(x, y, t) ≤M(x, y, t), (x, y, t) ∈ D,

где u = u(x, y, t) – неизвестная функция; χ – фазовая скорость; ϕ(x, y), ψ(x, y), µ1(y, t),
µ2(y, t), µ3(x, t), µ3(x, t), m(x, y, t), M(x, y, t) – заданные функции. Функции m(x, y, t) и
M(x, y, t) – минимальное и максимальное значения, заданные в области D. Внешней силы
описывается квадратично интегрируемой функций f(x, y, t) в пространстве L2(D).

В такой математической постановке эта задача на равномерной сетке решается методом
конечных разностей.
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СРАВНЕНИЕ ТУРБУЛЕНТНЫХ МОДЕЛЕЙ ДЛЯ РАСЧЕТА
РАСПРОСТРАНЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ В НЕСЖИМАЕМОЙ

ЗАТОПЛЕННОЙ ТУРБУЛЕНТНОЙ СТРУЕ.

Маликов З.М.1, Наврузов Д.П.1, Мирзоев А.А.1, Каримов Р. С.2
1ИМиСС им М.Т. Уразбоева АН РУз, Ташкент, Узбекистан,
malikov.z@mail.ru, Navruzov.d@mail.ru, mirzoev.aa@mail.ru

2Институт математики им. В.И. Романовского, Ташкент, Узбекистан
roziq.s.karimov@gmail.com

Введение. К проблеме моделирования турбулентного переноса тепла посвящены мно-
жества научных работ. Потому, что данная проблема имеет большое научное и практиче-
ское значения. По этой причине возникает интерес использования турбулентных моделей.
Для этого предположим, что давление является постоянным. Данное допущение является
общеизвестным и сильно облегчает расчетную процедуру [1-4].
Математическая модель 1.Математический модифицированный модель Чена имеет

следующий вид [1] :
∂u
∂x

+ ∂u
∂y

= 0,

u∂u
∂x

+ v ∂u
∂y

= −1
p
∂p
∂x

+ ∂
∂x

(
v ∂u
∂y
− uv

)
,

∂(ρk)
∂t

+
∂ρ(ujk)

∂xj
= P − ρε+ ∂

∂xj

(
(µ+ µt

σk
) ∂k
∂xj

)
− ρLk,

∂(ρε)
∂t

+
∂(ρujε)

∂xj
= f1Cε1

ε
k
P − Cε2f2

ρε2

k
+ ∂

∂xj

(
(µ+ µt

σε
) ∂ε
∂xj

)
− ρLε. (1)

2. Теперь рассмотрим математическую модель турбулентности на основе динамики
двух жидкостей. Система уравнений для турбулентного потока имеет следующий вид [3]:

∂Vi
∂xi

= 0,
∂Vi
∂τ

+ Vj
∂Vi
∂xj

+ 1
p
∂p
∂xi

= ∂
∂xj

[
v
(
∂Vi
∂xj

+
∂Vj
∂xi

)
− vjvi

]
,

∂vi
∂τ

+ Vj
∂vi
∂xj

= −vj ∂Vi∂xj
+ ∂

∂xj

[
vij
(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)]
+

Ffi
ρ

+ F⊥i
ρ
,

∂T
∂τ

+ Vi
∂T
∂xj

=
∂(k∂T/∂xj−vjt)

∂xj
,

∂t
∂τ

+ Vi
∂t
∂xj

= −vj ∂T∂xj + ∂
∂xj
kj

∂T
∂xj
−Ktt,

vij = 3v + 2
∣∣ vivj
def(T )

∣∣fori 6= j, vii = 3v + 1
divv

∣∣ vkvk
def(V )

∣∣ ∂vk
∂xk

,

kj = 3k + 2
|tvj |
|gradT | ,

Ff = −ρKfv, F⊥ = ρCsrotV × v. (2)
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Для расчҷта уравнение (1) и (2) сложных фигур мы изменяем систему координаты.
Запишем систему (1) и (2) в переменных Мизеса [3] (z,r)на -(?, ), где ?=z/L. В новых
переменных, производные определяются по известной формуле:{

∂
∂x

= ∂ξ
∂x

∂
∂ξ

+ ∂ψ
∂x

∂
∂ψ
,

∂
∂r

= ∂ξ
∂r

∂
∂ξ

+ ∂ψ
∂r

∂
∂ψ
.

Результаты расчетов.
Приведем некоторые конкретные примеры, иллюстрирующие кратко описанные выше

свойства модель Чена, и двух жидкостный модель турбулентности. На рис.1 показано
сравнение результатов двух турбулентных моделей с опытными данными из [5]. Показан
профиль избыточной температуры на автомодельном участке течения

Рис 1.Профиль избыточной температуры на автомодельном участке.

Заключение. Проведено сравнительное тестирование модель Чена и двух жидкостно-
го модели. Проведено сравнение результатов расчҷта с результатами экспериментов из [5].
Получено, что двух-жидкостной модель турбулентности дает очень близкие расчетные ре-
зультаты для струйных течений. Двух жидкостный модель турбулентности универсальная
модель турбулентности, которое позволяет находить решения задач. В целом наблюдается
удовлетворительное совпадение расчетных и экспериментальных данных.
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ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ И ПРЕДСТАВЛЕНИЕ НОРМЫ
ФУНКЦИОНАЛА ПОГРЕШНОСТИ

Маматова Н.Х.1, Бахронова Н.2

Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан,
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Приведем определение пространства Соболева L2
(m)

(0, 1) периодических функций
[1],[2].

L2
(m)

(0, 1) это гильбертово пространство функций m-ое обобщенное производное кото-
рых интегрирумы с квадратом и каждый элемент пространства L2

(m)
(0, 1) является клас-

сом функций отличающихся друг от друга на постоянный член. Норма функций в про-
странстве L2

(m)
(0, 1) определяется формулой

∥∥∥ϕ ∣∣∣L(m)
2 (0, 1)

∣∣∣∥∥∥ =

 1∫
0

(
ϕ(m)(x)

)2
dx


1
2

Здесь мы рассмотрим следуюшую задачу.
Задача 1.1. Найти норму функционала погрешности l интерполяцион-ной формулы

ϕ(x) ∼= Pϕ(x) =
N∑
k=1

Ck(x) · ϕ(xk).

в пространстве L(m)∗

2 (0, 1).
Для получения явного вида нормы функционала погрешности l в пространстве

L
(m)
2 (0, 1) используется понятие ее экстремальной функции, которое введено С.Л. Собо-

левым [1], [2]. Функция u(x) из L(m)
2 (0, 1) называется экстремальной функцией для функ-

ционала погрешности l, если выполняется равенство

(l, u) =
∥∥∥l ∣∣∣L(m)∗

2 (0, 1)
∣∣∣∥∥∥ · ∥∥∥u ∣∣∣L(m)

2 (0, 1)
∣∣∣∥∥∥ .

Напомним, что пространство L(m)
2 (0, 1) является гильбертовым и скалярное произведение

в этом пространстве дается формулой

〈ϕ, ψ〉m =

1∫
0

ϕ(m)(x)ψ(m)(x)dx.
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По теореме Рисса любой линейно непрерывный функционал l в гильбертовом пространстве
представляется в виде скалярного произведения

(l, ϕ) = 〈ψl, ϕ〉m

для любой функции из L(m)
2 (0, 1). Здесь ψl — функция из пространства L(m)

2 (0, 1), опреде-
ляется единственным образом по функционалу l и является его экстремальной функцией.
Интегрируя по частям выражения в правой части равенства (1.6) и используя периодич-
ность функций ϕ(x) и ψl(x), получаем равенство

(l, ϕ) = (−1)m
1∫

0

d2m

dx2m
ψl(x) · ϕ(x)dx.

Таким образом, экстремальная функция ψl(x) является обобщенным решением уравнения

d2m

dx2m
ψl(x) = (−1)ml(x)

с граничными условиями ψ(α)
l (0) = ψ

(α)
l (1), α = 0, 2m− 1

Теорема. Явное выражение для экстремальной функции ψl(x) функционала погреш-
ности (1.3) определяется формулой

ψl(x) = (−1)m

[
B2m(x− z)−

n∑
k=1

Ck(z) ·B2m(x− xk) + d0

]
,

где B2m(x) =
∑
β 6=0

exp(−2πiβx)

(2πiβ)2m является полиномом Бернулли, d0 — константа. Далее, вычис-

ляя (l, ψl) получим квадрат нормы функционала погрешности.
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КОНЕЧНО-РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ ДЛЯ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ В

МОДЕЛЬНОМ УРАВНЕНИИ СМЕШАННОГО ТИПА

Меражова Ш.Б.1, Тураева Н.А.
Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан

1shsharipova@mail.ru;

Аналитическое решение неклассических уравнений математической физики - очень
сложный процесс, поэтому для краевых задач в этих уравнениях строятся устойчивые
разностные схемы, что позволяет решать ряд краевых задач для уравнений смешанного
типа. Разбирая разностные схемы для уравнений с частными производными, мы всегда
проводим исследование, разбивая его на два этапа [1].
I этап состоит в проверке аппроксимации.
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II этап состоит в проверке так называемой устойчивости.
Если разностные уравнения аппроксимируют дифференциальные уравнения и если имеет
место устойчивость разностных уравнений, то легко доказывается близость точного и
приближенного решений.

В области D = {(x, t) : 0 < x < l, −T < t < T} мы рассматриваем следующее уравне-
ние:

Lu ≡ K(t)utt − h(x)uxx + a(x, t)ut + b(x, t)ux + c(x, t)u = f(x, t) (1)

K(t), h(x), a(x, t), b(x, t), c(x, t) - заданные функции, удовлетворяющие следующим
условиям:
1) K(t) ∈ C2([−T, T ]), при t 6= 0, tK(t) > 0 и K(0) = 0.
2) h(x) ∈ C2([0, l]), если x ∈ (0, l) и h(0) = h(l) = 0.
3) a(x, t), b(x, t) ∈ C1(D), c(x, t) ∈ C(D).
4) β(x) = a(x, 0)−K(0) > 0, x ∈ [0, l].

Краевая задача: Найти функцию u(x, t), удовлетворяющая в области D уравнение (1),
а при t = −T условию

u(x,−T ) = 0, x ∈ [0, l]. (2)

Применим метод конечно-разностных схем к краевой задаче (1)-(2). В области D =
{(x, t) : 0 ≤ x ≤ l, −T ≤ t ≤ T} строим разностную сетку с шагами ∆t = ∆, ∆x =
∆x, (T = m∆, l = n∆x).

Через uki обозначим приближенное решение краевой задачи в точке (tk, xi). Введем
операторы ϕ, ψ, τ, τ , ξ, ξ сдвига и разностные, следующим образом:

ϕuki = uk+1
i = uk+1 = û, ϕ−1uki = uk−1

i = uk−1 = ŭ, ψ±uki = uki±1 = ui±1,

τ = ϕ− 1, τ = 1− ϕ−1, ξ = ψ − 1, ξ = 1− ψ−1, r =
∆

∆x

.

В этом случае аппроксимируем краевую задачу (1) - (2) следующей конечно-разностной
схемой, устойчивость которой было доказано в [2]:

L−u ≡
[
Kk ττ

∆2 − hi ξξ∆2
x

+ aki
τ
∆

+ bki
ξ

∆x
+ +cki

]
u = fki , k = −m+ 1, 0; i = 0, n,

L+u ≡
[
Kk ττ

∆2 − hi ξξ∆2
x

+ aki
τ
∆

+ bki
ξ

∆x
+ +cki

]
u = fki , k = 1,m; i = 0, n,

u−mi = 0, i = 0, n

(3)

Для исследования аппроксимации воспользовались формулой Тейлора. Определили
что, (3) конечно-разностная схема аппроксимирует (1)-(2) задачу первым порядком отно-
сительно ∆, ∆x.
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В работе рассматривается параболическое уравнение в частных производных с дробной
производной по времени:

∂αU(x, t)

∂tα
= a(x)

∂2U(x, t)

∂x2
+ b(x)

∂U(x, t)

∂x
+ c(x)U(x, t) + d(x, t),

где U(x, t) — искомая функция, a(x), b(x), c(x), d(x, t) — известные функции или константы,
0 < α < 1 — параметр дробной степени производной по времени.

Задача рассматривается на пространственном отрезке 0 ≤ x ≤ γ, временном проме-
жутке t > 0, начальные и граничные условия определяются в виде

U(0, t) = g0(t), U(`, t) = g1(t), U(x, 0) = f(x),

где g0(t), g1(t), f(x) — известные функции.
Дробная производная Капуто в данном случае задается следующей формулой [1]:

∂αu(x, t)

∂tα
=

1

Γ(n− 1)

∞∫
0

∂u(x− s)
∂t

(t− s)−αds.

После дискретизации пространства и времени на равномерной сетке и аппроксимации
уравнения с использованием неявной конечно-разностной схемы (первого порядка точно-
сти по времени и второго — по пространству), задача сводится к системе линейных алгеб-
раических уравнений с трехдиагональной матрицей большого размера. Для ее решения
в данной работе используется модифицированный метод ускоренной верхней релаксации
[2,3].

Алгоритм реализован в виде параллельной программы для многоядерных процессоров.
Проведены численные эксперименты по оценке эффективности распараллеливания.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерство образования и науки Рес-
публики Казахстан (проект №AP09258836).
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Во многих областях техники и технологии встречаются задачи, математические моде-
ли которых приводят к решению уравнений в частных производных соболевского типа
высокого порядка. Например, такие задачи встречаются при решении задач геофизики,
океанологии, физики атмосферы, физики магнитоупорядоченных структур, физики плаз-
мы, физики полупроводников, в задачах связанныx с распространением волн в средах с
сильной дисперсией и многие другие [1].

В работе рассматривается уравнение спиновых волн в магнетиках [1](
∂2

∂t2
+ ω2

1

)
∆3u+ ω2

2

∂2u

∂x2
2

+ ω2
3

∂2u

∂x2
3

= f(x, t), (x, t) ∈ QT (1)

с начальными условиями

u(x, t) = u0(x, t),
∂u

∂t
(x, t) = u1(x, t), t = 0, x ∈ Ω (2)

и некоторыми локальными и нелокальными краевыми условиями. Здесь u = u(x, t),
Ω = Ω + Γ,Ω = {0 < xk < lk, k = 1, 2, 3}, QT = {(x, t) : x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]}.

На первом этапе уравнение (1) аппроксимируется только по пространственным пере-
менным, например, методом конечных разностей или методом конечных элементов. Да-
лее для дискретизации полученной системы обыкновенных дифференциальных уравнений
применяется следующая схема метода конечных элементов четвертого порядков точности,
полученной с помощью кубического эрмитового сплайна [2]:

Dγ ẏt + Ay(0.5) = ϕ1, Dαyt −Dβ ẏ
(0.5) = ϕ2, y

0 = u0, ẏ
0 = u1. (3)

Здесь y = yn = y(tn), ŷ = yn+1, ẏ = ẏn = dy(tn)/dt, n = 0, 1, . . . , ynẏn ∈ Hh,

Dλ = D − λτ 2A, λ = α, β, γ, ϕk =

∫ 1

0

f(tn + τξ)ϑk(ξ)dξ, k = 1, 2, ξ = (t− tn)/τ,

yt = (ŷ − y)/τ, ẏt = (ˆ̇y − ẏ)/τ, y(0.5) = (ŷ + y)/2, ẏ(0.5) = (ˆ̇y + ẏ)/2, ϑ1(ξ) = 1,

ϑ2(ξ) = s1ϑ
(1)
2 (ξ) + s2ϑ

(2)
2 (ξ), ϑ

(1)
2 (ξ) = τ

(
ξ − 1

2

)
,

ϑ
(2)
2 (ξ) = τ

(
ξ3 − 3

2
ξ2 + 1

2
ξ
)
, s1 = 180β − 40α, s2 = 1680β − 280α,Hh - конечномерное про-

странство для любого момента времени t; операторы D, A действуют из Hh в Hh.
Параметры схемы дали возможность получить схемы повышенного порядка точности

и экономичный алгоритм численной реализаций. Например, параметры α, β, γ подчиня-
ются условию четвертого порядка аппроксимации, если α+γ = β+1/6 и шестого порядка
аппроксимации, если β − 6αγ + 1/40 = 0. Доказана теорема о сходимости и точности схе-
мы. В частности, получена оценка ‖u(x, t) − y(x, t)‖ ≤ M(hσ + τ 4). При аппроксимации
пространственных переменных методом конечных разностей при достаточной гладкости
решения исходной задачи получена оценка с σ = 4. А при аппроксимации пространствен-
ных переменных методом конечных элементов получена оценка с σ = 3.
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Таким образом, разработаны и исследованы численные методы повышенной точности
решения задачи для уравнения спиновых волн в магнетиках типа легкая плоскость (1).
Разработаны алгоритмы реализации методов, проведено тестирование его на точном ре-
шении в виде ряда Фурье и даны результаты сравнения их решений.
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V SHO‘BA: EHTIMOLLAR NAZARIYASI
VA MATEMATIK STATISTIKA
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PANJARADAGI BIR ZARRACHALI SISTEMA ENERGIYASINING O’RTA
QIYMATI VA DISPERSIYASI
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Kvant nazariyasi klassik mexanikadan farqli ravishda, bo‘lajak voqealarni aniq aytib bera
olmay, balki ularning amalga oshish ehtimolligini ko‘rsatadi. Ammo bitta zarracha bilan qayta-
qayta tajriba o‘tkazish real bo‘lmagan masaladir, chunki mikroobyekt ustida o‘tkazilgan har
bir o‘lchov uning holatini o‘zgartiradi. Shunga ko‘ra, ko‘p marta bir xil tajribalar o‘tkazish
uchun bir xil holatdagi bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan va bir xil holat funksiyasi bilan tavsiflangan
ikki yoki undan ortiq miqdordagi aynan o‘xshash zarrachalar bo‘lishi kerak [1],[2]. Kvant
mexanikasidagi sistemaning holatlari Ω kompleks separabel Hilbert fazosining (birlik) vektorlari
bilan ifodalanadi. Bunda ikkita vektor ayni bitta holatni faqat va faqat nolmas kompleks
ko‘paytuvchiga farq qilgandagina (ψ va ϕ vektorlar uchun ψ = cϕ, |c| = 1) ifodalaydi. Har bir
kuzatiluvchan miqdorga Ω da chiziqli o‘z-o‘ziga qo‘shma operatorni bir qiymatli mos qo‘yish
mumkin [3].

Har qanday kvantomexanik sistemada eng muhim fizik miqdorlardan biri bu energiya
hisoblanadi. Bizga ikki o‘lchamli panjara Z2 da erkin harakatlanayotgan kvant tipidagi
zarrachaga mos sistema berilgan bo‘lsin. Zarracha energiyasining qiymati tasodifiy miqdor
bo‘lib, bu tasodifiy miqdorni h orqali, unga mos o‘z-o‘ziga qo‘shma operatorni esa H bilan
belgilaymiz. Bir zarrachali sistemaga mos energiya operatori `2(Z2) Hilbert fazosida [4]
quyidagicha aniqlanadi:

Ĥ0 = − 1

2m
∆1 −

1

2m
∆2,

bu yerda m zarrachaning massasi, ∆1 = ∆ ⊗ I, va ∆2 = I ⊗ ∆ bo‘lib, I − `2(Z2) dagi birlik
operator, ∆ esa panjaradagi standart Laplas operatori, ya‘ni

(∆ψ̂)(x) =
2∑
j=1

(ψ̂(x + ej) + ψ̂(x− ej)− 2ψ̂(x)), ψ̂ ∈ `2(Z2),

bu yerda e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) lar Z2 panjaradagi birlik vektorlar.
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Energiya operatorining koordinat tasviridan impuls tasviriga o‘tish Furye almashtirishi
orqali amalga oshiriladi:

F : `2(Z2)→ L2(T2), T = [−π, π], (F f̂)(p) =
1

2π

∑
n∈Z2

f̂(n)ei(n1p1+n2p2).

H energiya operatorining impuls tasviri Hilbert fazosi L2(T2) da quyidagi formula yordamida
aniqlanadi [4]:

(Hf)(p) =
1

m
(2− cos p1 − cos p2)f(p), f ∈ L2(T2).

Ma‘lumki [5], ϕ0(p) =
1

2π
, ϕn(p) =

1

2π
ein(p1+p2), n ∈ Z vektorlar L2(T2) fazoda

ortonormal sistema tashkil qiladi.
ϕn holatlarning dastlabki 2n + 1 tasining yig‘indisidan tashkil topgan quyidagi holatlar

ketma-ketligini qaraymiz:

Sn(p) =
ϕ−n(p) + · · ·+ ϕ0(p) + · · ·+ ϕn(p)√

2n+ 1
, n ∈ Z+. (1)

Istalgan n ∈ Z+ butun son uchun ‖Sn‖ = 1 tenglikni bevosita tekshirib ko‘rish mumkin.

a kuzatiluvchan miqdorning ψ holatdagi o‘rta qiymati āψ va dispersiyasi D(aψ) uchun
quyidagi tengliklar o‘rinli ([3] ga qarang)

āψ = (Aψ,ψ), D(aψ) = ‖Aψ − āψψ‖2. (2)

Yuqorida keltirilgan (2) formulalardan foydalanib zarracha energiyasi h ga mos tasodifiy
miqdorning Sn holatdagi o‘rta qiymati hSn uchun quyidagi tasdiqni isbotlash mumkin.

1-teorema. Zarracha energiyasi h ning (1) ko‘rinishda aniqlangan Sn holatdagi o‘rta
qiymati o‘zgarmas bo‘lib barcha n ∈ Z+ larda bir xil, yani

hSn =
2

m

ga teng.
Bizga ehtimollar nazariyasi kursidan ma‘lumki tasodifiy miqdorning dispersiyasi, shu

tasodifiy miqdor qiymatlarining o‘rta qiymat atrofidagi tarqoqligini ifodalovchi sonli katta-
lik hisoblanadi. Quyidagi tasdiqda zarracha energiyasi h ning Sn holatdagi dispersiyasi D(hSn)
ning qiymati topilgan.

2-teorema. Zarracha energiyasi h ning Sn, n ∈ N holatdagi dispersiyasi

D(hSn) =
1

m2

(
1 +

2n

2n+ 1

)
ga teng.

Foydalanilgan adabiyotlar



340

1. M.M. Musaxanov, A.S. Rahmatov. Kvant mexanikasi. "TAFAKKUR BO‘STONI"
Toshkent 2011. 352.

2. Л.Д, Ландау, Е.М.Лифшиц. Квант механикаси. Тошкент."Укитувчи".2-китоб. 1977.
288.

3. Ф.А. Березин, М.А. Шубин. Уравнение Шредингера. Изд. Московского университе-
та. 1983. 394.

4. Абдуллаев Ж.И. Связанные состояния системы двуч фермионов на одномерной ре-
шетке. Теоретическая физика. Россия, Москва. Т.147, N 1,2006, 36-47.

5. Abdullayev J.I., G‘anixo‘jayev R.N., Shermatov M.H., Egamberdiyev O.I. Funksional
analiz va integral tenglamalar. Darslik. Toshkent. LIGHT-GROUP. 2015. 460.

ON ASSYMPTOTICS OF A PROBABILITY OF THE EVENT: EACH CELL
CONTAINS EVEN NUMBER OF PARTICLES
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Let n,N be integer numbers. A homogeneous allocation scheme of n distinguishable particles by
N different cells is named the random variables η1, . . . , ηN , with the joint distribution defined
by formula

P{η1 = k1, . . . ηN = kN} =
n!

k1!k2! · · · kN !

(
1

N

)n
,

where k1, k2, . . . kN are nonnegative integer number such that k1 + k2 + · · · + kN = n. Many
papers deal with limit theorems for allocation scheme of distinguishable particles by different
cells (see [1]) and its references).

Denote by P (n,N) the probability of the event: in allocation scheme of 2n distinguishable
particles by N different cells each cell contains even number of particles.

Observe that

P (n,N) =
∑

ki∈N, 1≤i≤N, k1+k2+···+kN=n

(2n)!

(2k1)!(2k2)! · · · (2kN)!

1

N2n

=
∑

ki∈N, 1≤i≤N, k1+k2+···+kN=n

α2k1

(2k1)!
α2k2

(2k2)!
· · · α2kN

(2kN )!

(αN)2n

(2n)!

=

=

(
ch(α)

eα

)N ∑
ki∈N, 1≤i≤N, k1+k2+···+kN=2n

α2k1

ch(α)(2k1)!
α2k2

ch(α)(2k2)!
· · · α2kN

ch(α)(2kN )!

e−αN (αN)2n

(2n)!

.

Therefore, using Stirling formula for estimation of (2n)!, for α = 2n
N

we obtain

P (n,N) = (1 + o(1))
√

4πn

(
1 + e−2α

2

)N
P(ξ1 + · · ·+ ξN = 2n),

where ξ1, ξ2, . . . ξN are independent random variables with the distribution

P(ξi = 2k) =
α2k

(2k)!ch(α)
, k = 0, 1, 2 . . . ,
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or

P (n,N) = (1 + o(1))
√

4πn

(
1 + e−2

√
α1

2

)N
P(ξ′1 + · · ·+ ξ′N = n),

where ξ′1, ξ′2, . . . ξ′N are independent random variables with the distribution

P(ξ′i = k) =
αk1

(2k)!ch(
√
α1)

, k = 0, 1, 2 . . . , α1 = α2.

Using various local limit theorems for an estimation of P(ξ1+· · ·+ξN = 2n) or P(ξ′1+· · ·+ξ′N =
n) we obtain various limit theorems for P (n,N).

Observe that the expectation and the variance of ξi are

e(α) = αth(α), σ2(α) =
α2

ch2(α)
+ αth(α).

Using Poisson limit theorem for an estimation of the probability
P(ξ1 + · · ·+ ξN = 2n) we obtain the following theorem.

Theorem 1 Let n,N →∞ such that the family of the numbers

N
α2

2
= λ

is bounded. Then we have

P (n,N) = (1 + o(1))
√

4πne−4n

(
e−λ

λn

n!
+O

(
1

N

))
.

In the next theorem for an estimation of the probability P(ξ1 + · · · + ξN = 2n) we use the
local limit theorem from [2].

Theorem 2 Let 0 < α′ < α′′ <∞. Let n,N →∞ such that α′ < α < α′′. Then we have

P (n,N) = (1 + o(1))

√
1

α
ch2(α)

+ th(α)

(
1 + e−2α

2

)N
e−NC(α),

where
C(α) =

αe−2α

2(α + sh(α)ch(α))

In the next theorem for an estimation of the probability P(ξ1 + · · · + ξN = 2n) we use the
local limit theorems from [3].
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SUG’URTA KOMPANIYASINING SUG’URTA MUKOFOT PULINI TO’LAY
OLMASLIK RISKI VA UNING ERKIN ZAHIRALARI

Arabboyev A. B.
Mirzo Ulug’bek nomidagi O’zbekiston Milliy universiteti,Toshkent, O’zbekiston

azimjonarabboyev1777@gmail.com

Faraz qilamiz, U -sug’urta portfelining boshlang’ich qiymati, Xi-mijozlarning bog’liqsiz, bir
xil taqsimlangan sug’urta badallarining miqdori (i = 1, 2, ..., N) bo’lsin.

E(X1) = m, E(X2
1 ) = α2

Bu yerda N -matematik kutilmasi n bilan Puasson taqsimlangan tasodifiy miqdor. Shuningdek,
P -yil boshida qabul qilingan umumiy sug’urta mukofatini va

C = X1 +X2 + · · ·+XN

sug’urta badalining jami miqdori bo’lsin.
Yuqoridagi belgilashlardan quyidagi kelib chiqadi:

E(C) = nm

Puasson taqsimlangan tasodifiy miqdorlarning matematik kutilmasi va dispersiyasi tengligidan
foydalanib, quyidagi natijani olamiz:

D(C) = E(N)D(Xi) +D(N)[E(Xi)]
2 = nE(X2

i ) = nα2

Ushbu portfelning mukofat riski matematik kutilma E(C) = nm ga teng va mukofat riski uchun
quyidagicha ifodani olish mumkin:

P = (1 + λ)nm

Bu yerda λ > 0 zaruriy xavfsiz yuklama. Amaliyotda, bu aksiyadorlarning qaytib kelishini
ta’minlaydigan, odatda sof sug’urta puli miqdorining foizi sifatida ifodalanadigan va yutuqli
aksiyalar uchun mo’ljallangan qiymatdir. Shunday qilib, sug’urta badalining sotiladigan narxi
quyidagicha:

U + (1 + λ)nm

va sug’urtalovchi yil oxirida bankrotlik holatiga tushishi mumkin, agar quyidagi tengsizlik
bajarilsa:

U + (1 + λ)nm− C ≤ 0

Boshqa tamondan, bu eng katta zahira jamg’arilishiga mutonasib emas. Asosiy muammo bu-
to’lov qobiliyatsizligi ehtimolligini minimallashtirish, ya’ni

P{U + (1 + λ)nm− C < 0} ≤ ε

Bu yerda, ε-to’lov qobiliyatsizligi uchun mumkin bo’lgan eng katta ehtimollik. Ushbu
tengsizlikni quyidagicha o’zgartirishimiz mumkin:

P{C > U + (1 + λ)nm} ≤ ε
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Endi quyidagi standart ko’rinishga keltiramiz:

P

{
C − nm
√
nα2

>
U + λnm
√
nα2

}
≤ ε.

Agar sug’urta portfeli yetarlicha katta bo’lsa, C ning taqsimoti Normal taqsimot qonuniga
yaqinlashadi,ya’ni

P

(
C − nm
√
nα2

)
≈ 1− Φ(. . . )

bu yerda

xε =
U + λnm
√
nα2

yordamida belgilab, Φ(xε) = 1− ε ekanligini ta’minlaymiz. Endi quyidagini yozib olamiz:

U ≥ xε
√
nα2 − λnm

Agar biz sug’urta badali miqdori uchun Normalning quvvatini o’zgartirishdan foydalanib,
Kornish-Fisher tarqalishining birinchi qoidasidan quyidagiga ega bo’lamiz:

Zε = xε +
γ(x2

ε − 1)

6

bu yerda, γ-yuqorida ko’rilgan taqsimotning assimetriya koeffitsiyenti. Bundan erkin zahiralar
uchun quyidagiga egamiz:

U =

(
xε +

γ(x2
ε − 1)

6

√
nα2 − λnm

)
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BIR JINSLI BO’LMAGAN IMMIGRATSIYALI KRITIK TARMOQLANUVCHI
TASODIFIY JARAYONI UCHUN LIMIT TEOREMA

Azimov J.B.1, Toshmatov M.2
1Toshkent davlat transport universiteti, Toshkent, O’zbekiston,

azimovjb@mail.ru
2O’zbekiston Milliy universiteti, Toshkent, O’zbekiston,

Holatga bogliq bo’lgan immigratsiyali Galton-Vatson tarmoqlanuvchi tasodifiy jarayonini
ko’rib chiqamiz. Aytaylik, µn Galton-Vatson jarayonining n- vaqt momentidagi zarralar soni
bo’lsin (n = 1, 2, ..., µ0 = 1). Ma’lumki, Galton-Vatson jarayonini

F (x) =
∞∑
j=0

pjx
j, pj = P{µ1 = j}, j = 0, 1, ..., |x| ≤ 1
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hosil qilish funksiyasi yordamida aniqlash mumkin.
Agar biror musbat butun m soni uchun µn = k, 0 ≤ k ≤ m bo’lsa, u holda n - vaqt

momentida populyatsiyaga ξn sondagi zarralar kelib qo’shiladi, qo’shilgan zarralar sonininig
evolyutsiyasi keyinchalik F (x) hosil qilish funksiyali odatdagi Galton-Vatson jarayoni qonuniga
bo’ysunadi. Endi avlodlar soni cheksiz ko’payganda, immigratsiya intensivligi kamayadi va nolga
intiladi deb taxmin qilamiz. Shunday qilib, immigratsiya quyidagi

gk,n(x) =
∞∑
j=0

qkj(n)xj, |x| ≤ 1, k = 0, 1, ...,m,

qkj > 0,
∞∑
j=0

qkj(n) = 1 n = 0, 1, 2, ...

hosil qilish funksiyasi orqali aniqlanadi.
Faraz qilaylik Zn yuqorida keltirilgan bir nechta holatlarga bog’liq, bir jinsli bo’lmagan

immigratsiyali tarmoqlanuvchi tasodifiy jarayonning n -vaqt momentidagi zarralar soni bo’lsin.
{Zn, n > 0} jarayon m = 0 va immigratsiya bir jinsli bo’lgan holda Foster [1], Peyks [2] va
Sato [3] tomonidan o’rganilgan, ixtiyoriy m uchun bunday jarayon [4], [5] ishlarda qaralgan.
Immigratsiya bir jinsli bo’lmagan va m = 0 bo’lgan holda esa {Zn, n > 0} jarayon Mitov,
Vatutin, Yanev [6] ishida o’rganilgan. Ushbu ishda keltirilgan natija m > 0 bo’lgan hol uchun
[6] ishdagi ba’zi natijalarni umumlashtiradi.

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

Pij = P (Zn+1 = j/Zn = i)

P0j(n) = P (Zn = j/Z0 = 0)

An = EZn = Φ′n(1), Bn = Φ′′n(1)

αn = max
0≤k≤m

g′k,n(1), βn = max
0≤k≤m

g′′k,n(1).

Faraz qilaylik quyidagi shartlar bajarilgan bo’lsin:

F ′(1) = 1, 0 < F ′′(1) = 2b <∞,

sup
n
αn <∞, sup

n
βn <∞,

0 < αn −→ 0, βn −→ 0, n −→∞.

Shu bilan birga αn ning nolga yaqinlashish tezligi αn ∼ n−1L(n), n −→ ∞ bo’lsin, bu yerda
L(n) cheksizlikda sekin o’zgaruvchi funksiya.

Ma’lumki [7], ushbu

L∗(n) =
n∑
k=1

αk ∼
n∑
k=1

L(k)

k
, n −→∞

funksiya ham cheksizlikda sekin o’zgaruvchi funksiya bo’ladi.
Teorema. Agar βn = o(αnlnn) va L∗(n) −→∞, n −→∞ bo’lsa, u holda n −→∞ da

An ∼ L∗(n), Bn ∼ 2bnL∗(n)
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OPSION NARXI BAHOSINING BINOMIAL MODELINI
MODELLASHTIRISH

Bozorboyeva H. Sh.
Mirzo Ulug’bek nomidagi O’zbekiston Milliy Universiteti, Toshkent, O’zbekiston,

bozorboyevahilola22@gmail.com;

Butun dunyoda muddatli opsion shartnomalari bozori-moliyaviy bozorning muhim
qismidir. Rivojlangan mamlakatlarda muddatli bozor aylanmasi bazaviy aktivlar bozoridagi
savdo hajmidan o’n barobar ko’pdir. Opsion shartnomalari bozori sarmoyani samarali
boshqarish uchun keng imkoniyatlar yaratganligi uchun eng kam xarajat evaziga ko’plab
investorlar orasida mashhurlikka erishdi. Opsion moliyaviy bozorlardagi eng muhim hosilaviy
vosita sanaladi.

Opsion (nemischa "option"so’zidan kelib chiqqan) ikki shaxs o’rtasida tuzilgan shartnoma
bo’lib, muayyan vaqt ichida ma’lum bir narxda muayyan aktivni sotib olish huquqini yoki
muayyan vaqt ichida ma’lum bir narxda ma’lum bir aktivni sotish huquqini beradi. Opsionni
sotib olgan shaxs xaridor, uni sotgan shaxs esa opsion sotuvchisi deyiladi.

Opsion tushunchasi birinchi marta qishloq xo’jaligi mahsulotlari savdosida paydo bo’ldi.
1973-yilda Chikago fond birjasida qimmatli qog’ozlar uchun birinchi standart opsionlar paydo
bo’ldi. Undan oldin, individual opsion shartnomalari nostandart xususiyatlarga ega bo’lib,
muayyan mijozning ehtiyojlariga moslashtirilar edi.80-yillarning oxirida Amsterdam, London,
Singapur va Sidney birjalarida, keyinchalik esa Fransiya, Yaponiya, Belgiya, Shvetsiya va
yangi Zelandiyadagi birjalarda opsionlar paydo bo’ldi. Opsionlar operatsiyalar fond portfelini
sug’urtalash (portfel-qimmatli qog’ozlar to’plami) yoki kurslardagi farq bo’yicha foyda olish
uchun, ya’ni spekulyativ maqsadlar uchun amalga oshiriladi. Opsionning o’ziga xos xususiyati
shundaki, uning egasi qimmatli qog’ozning o’zini harid qilmaydi, balki uni sotib olish yoki
sotish huquqiga ega bo’ladi. Bunda u o’zining harid qilish yoki sotish huquqidan foydalanishi
yoki undan voz kechishi ham mumkin. Opsion sotib oluvchi opsioni (opsion-koll, call-opsion)
va sotuv opsioni (opsion-put, put-option) turlariga bo’linadi. Opsion-callda egasi sotib olish
huquqiga, opsion-putda egasi sotish huquqiga ega bo’ladi.
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Opsionlarni baholash va opsionning muqobil qiymatini aniqlash muhim ahamiyatga
ega bo’lib, bunda Blek-Shouls modeli eng birinchilardan ishlab chiqilgan va asosiy model
hisoblanadi. Bundan tashqari binomial model ham opsion narxining qiymatini baholashda
ishlatiladi.

Ushbu modellar yordamida biz opsionning narxini osongina hisoblashimiz mumkin.
Blek-Shouls modeli yordamida opsion qiymatini Excel va Maple dasturlari yordamida ham
hisoblashimiz va sonli natijalarni olishimiz mumkin. Maple dasturi boshqa dasturlarga nisbatan
hisob-kitoblarni yanada tez va oson bajarishga imkon beradi. Shuning uchun, opsion narxi
baholarini Blek-Shouls modeli yordamida hisoblaganda Maple dasturidan foydalanish yuqori
natijalarni olishga yordam beradi.
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INTEGRAL INTENSEVLIKLAR NISBATI FUNKSIYASINI
NOPARAMETRIK BAHOLASH

Bozorov S. B.
Guliston davlat universiteti, Guliston,O’zbekiston.

suxrobbek 8912@mail.ru

Faraz qilaylik,X1, X2, ... va Y1, Y2, ... ikki o’zaro bog’liq emas va har biri bog’liq bo’lmagan
tasodifiy miqdorlar ketma-ketliklari berilgan bo’lib, ular mos ravishda bir xil F va G taqsimot
funksiyalariga ega bo’lsin. Biz amaliyotda ko’p uchrab turadigan holat, ya’ni bizni qiziqtiruvchi
Xj tasodifiy miqdorlar o’ng tomondan ularga xalaqit beruvchi Yj tasodifiy miqdorlar orqali
senzurlanishini ko’raylik. Bunda kuzatiladigan statistik tanlanma faqatgina Xj lardan emas,
balki juftliklardan iborat bo’lgan hajmi n ga teng bo’lgan quyidagi tanlanmadan iborat bo’ladi:
C(n) = {(Zj, δj) , 1 ≤ j ≤ n} , bu yerda
Zj = min (Xj, Yj) va δj = I (Xj ≤ Yj) = I (Zj = Xj)-indikator funksiyasi. Demak, C(n)

tanlanmada faqat δj = 1 ( ya’ni Xj ≤ Yj yoki Zj = Xj) bo’lganidagina Xj lar kuzatiladi
va bunday Xj larning umumiy soni νn = δ1 + δ2 + ... + δn - tasodifiy miqdorga tengdir.
Demak, C(n) tanlanmaXj larga nisbatan to’liq bo’lmagan, ya’ni senzurlangan tanlanma bo’ladi.
Tadqiqotchini Xj va Yj larning bir-biriga nisbatan qanday intensivlikda ya’ni zichlikda ekanini
solishtirish dolzarb masaladir. Bu masalani tadqiq qilish maqsadida Xj va Yj larning F va
G taqsimotlariga mos kelgan ΛF (t) va ΛG (t)- integral intensevlik funksiyalarini kiritamiz:

ΛF (t) =
t∫
−∞

1
1−F (u)

dF (u),ΛG (t) =
t∫
−∞

1
1−G(u)

dG (u), t ∈ (−∞; +∞) .

Dastlab bularning nisbati boвҐҶlgan r (t) = ΛG (t) /ΛF (t) ≥ 0 funksiyasini kiritamiz. Ammo
manfiy bo’lmagan r (t) funksiya yuqoridan chegaralanmaganligi uchun, [1, 2] maqolalarda
kiritilgan va [3] da batafsil tadqiq etilgan R (t) = ΛF (t) /ΛH (t) funksiyani qaraymiz.
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Bu yerda ΛH (t) = ΛF (t) + ΛG (t) =
t∫
−∞

1
1−H(u)

dH (u), t ∈ (−∞; +∞). C(n) tanlanmadagi

Zj = min (Xj, Yj) tasodifiy miqdorlarning H (t) = P (Zj < t) = 1 − P (Zj ≥ t) = 1 −
P (Xj ≥ t)P (Yj ≥ t) = 1 − (1− F (t)) (1−G (t)) taqsimotiga mos kelgan integral intensevlik
funksiyasidir. Ravshanki: R (t) = ΛF (t)

ΛH(t)
= ΛF (t)

ΛF (t)+ΛG(t)
funksiya normallangandir: R (t) ∈

[0; 1] , t ∈ (−∞; +∞). C(n) tanlanmadagi Zj va δj tasodifiy miqdorlarning bog’liqligini
ifodalovchi δj ning Zj ga nisbatan regressiyasini aniqlovchi P (t) = P (δj = 1/Zj = t) =
M [δj/Zj = t] funksiyani kiritamiz. Hisoblab ko’rish mumkinki, ΛF (t) funksiyani P (t) va ΛH (t)

lar orqali quyidagicha ifodalab olish mumkin: ΛF (t) =
t∫
−∞

P (u) dΛH (u) va demak,

R (t) =

t∫
−∞

P (u) dΛH (u)

ΛH (t)
, t ∈ (−∞; +∞) .

Bu yerdan R (t) ning oxirgi ifodasini e’tiborga olgan xolda C(n) tanlanma bo’yicha qurilgan
quyidagi noparametrik bahosi xossalari keltirilgan:

Rn (t) =
Λ

(n)

F (t)

Λ
(n)
H (t)

, t ∈ (−∞; +∞) ,

bu yerda

Λ
(n)

F (t) =
t∫
−∞

Pn (u) dΛ
(n)
H (u) statistika ΛF (t) ning bahosi;

Λ
(n)
H (t) = 1

n

n∑
j=1

I(Zj<t)

1−Hn(Zj)+
1
n

statistika ΛH (t) ning bahosi;

Hn (t) = 1
n

n∑
j=1

I (Zj < t) statistika H (t) ning bahosi va

Pn (t) =

n∑
j=1

k
(
t−Zj
h(n)

)
δj

n∑
j=1

k
(
t−Zj
h(n)

)
statistika esa P (t) uchun Nadaraya-Watsonning yadroviy- silliqlangan regressiya bahosini
aniqlaydi. Bu yerda k (t) biror tanlangan zichlik funksiyasi va {h (n) , n ≥ 1} manfiy bo’lmagan
va n → ∞ da nolga intiluvchi sonlar ketma-ketligidir. Rn (t) bahoning R (t) ga tekis kuchli
asosli baho ekanligini ko’rsatish uchun quyidagi shartlarni kiritamiz:
(C1) (F,G) ∈ K = {(F,G) : NF ∩NG 6= ∅, P (Xj ≤ Yj) ∈ (0; 1)},
NF = {t : 0 < F (t) < 1} , NG = {t : 0 < G (t) < 1} ;
(C2) α, β va γ sonlar shunday tanlanadiki, α > τH = sup {t : H (t) = 0} ,
β < TH = inf {t : H (t) = 1} , [α, β] 6= ∅, γ ∈ (0, 1) va min {H (α) , 1−H (β)} ≥ γ;

(C3) P (0 < νn < n) = P

(
0 <

n∑
j=1

δj < n

)
= 1, n ≥ 1;

(C4) k (t) zichlik funksiya simmitrik, uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi, chegarangan
variatsiyaga ega va t ∈ [−1; 1] da aniqlangan;
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(C5) t ∈ [α, β] nuqtada uzluksiz to’rt marta differensiallanuvchi q (t) = H ′ (t) zichlik funksiya
mavjud bo’lib, sup

α≤t≤β
q (t) > 0;

(C6) P (t) funksiya t ∈ [α, β] nuqtada uzluksiz to’rt marta differensiallanuvchi;
(C7) n → ∞ da biror ε > 0 uchun n1−ε · h (n) → ∞, biror λ > 0 uchun

∑∞
n=1 h

λ (n) <∞

va h2 (n) = o

(
(nh (n))−1/2

(
log 1

h(n)

)1/2
)
. Endi Rn (t) bahoning R (t) uchun tekis kuchli

asosliligi haqidagi quyidagi teoremani keltiramiz.
Teorema. (C1)− (C7) shartlar bajarilgan bo’lsin. U holda n→∞ da

P

(
sup
α≤t≤β

|Rn (t)−R (t)|=O

{(
log n

n

)1/2

+

[
h2 (n) +

(
log n

nh (n)

)1/2
]

log n

})
= 1.
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HAYOT SUG’URTASIDA TA’RIF STAVKALARINI HISOBLASH USULLARI

Egamova Sh.U.
Mirzo Ulug’bek nomidagi O’zbekiston Milliy Universiteti, Toshkent, O’zbekiston,

egamovashohsanam1993@gmail.com;

Hayot sug’urtasining belgilangan muddatgacha yashash turi - sug’urta hodisasi mijozining
belgilangan muddatgacha yashashidir, ya’ni jismoniy shaxs belgilangan sug’urta summasiga va
belgilangan muddatgacha sug’urtalanadi.

Bu sug’urta turida sug’urta hodisasi ro’y berishi uchun sug’urtaga olingan shaxs
ko’rsatilgan muddat oxirigacha yashagan bo’lishi kerak, shunda u shartnomada ko’rsatilgan
sug’urta summasini oladi. Agar sug’urtaga olingan shaxs (yoki benifitsar) shartnomada
belgilangan davr ichida vafot etsa, u holda summa to’lanmaydi va badal qaytarilmaydi.
Shartnoma sharti shunday.

Endi sug’urta shartnomasini tuzish vaqtidagi sug’urta to’lovining hozirgi qiymatini
aniqlaymiz. Aytaylik, x yoshdagi, lx sondagi sug’urtalanuvchilar guruhi sug’urtalovchi bilan
n yil muddatga yashash sug’urta shartnomasini tuzdi. Muddat oxirigacha yashab qolgan
sug’urtalanuvchilar S miqdordagi sug’urta summasini olsin. Ravshanki, sug’urtalovchi muddat
oxirida x + n yoshgacha yashab qolgan lx+n ta sondagi sug’urtalanuvchilarning har biriga
S summadan to’lasa, jami lx+n · S miqdorda sug’urta summasini to’laydi. Bu summaning
shartnoma tuzish vaqtidagi hozirgi qiymati vn ·lx+n ·S ga teng bo’ladi, bu yerda v = 1

1+i
- diskont

koeffitsienti, i foiz stavkasi yoki yillik daromad normasi. U holda har bir sug’urtalanuvchiga

P = vn · lx+n

lx
· S = vn · npx · S
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(1) miqdordan to’g’ri keladi. Bu har bir sug’urtalanuvchi shartnoma tuzayotgan vaqtda to’lashi
kerak bo’lgan sug’urta badalining qiymati bo’ladi. (1) formulaning o’ng tomonidagi miqdor
sug’urta summasi S ning aktuar joriy narxi yoki S ning kutilayotgan joriy narxi deyiladi.

Moliyaviy hisoblardan ma’lumki, n yildan keyin olinadigan S summaning joriy (hozirgi)
qiymati vn · S ga teng. Agar mijoz vn · S mablag’ni bankka 10 foiz daromad bilan n yilga
qo’yganida muddat oxirida S qiymatni olgan bo’lar edi. Lekin, (1) formuladan ko’rinib turibdiki,
mijoz tomonidan to’lanadigan sug’urta badalining qiymati P joriy qiymat vn · S dan npx marta
kam (0 < npx < 1), ya’ni sug’urta kompaniyasining mijozi S ning joriy qiymati vn · S dan npx
marta kam mablag’ to’lab, shu S summani muddat oxirida oladi, qachonki u n muddatgacha
yashasa. Demak, kam mablag’ to’lab o’sha summani olishning riski bor ekan. Agar sug’urta
kompaniyasining mijozi n muddat ichida vafot etsa, yashash sug’urtasida badal qaytarilmaydi
va bu summa yashab qolgan sug’urtalanuvchilarga taqsimlanadi. Hayot sug’urtasi bo’lmagan
riskli sug’urta turlarida barcha shartnomalarda sug’urta zararining qiymati har doim sug’urta
summasining qiymatiga teng bo’lsa va sug’urta summasi muddat oxirida to’lansa, agar hayot
sug’urtasida diskontlash qo’llanilmasa, u holda ikkala tur sug’urtalarda sug’urta badallari teng
bo’lar edi. Demak, bu holda ham hayot sug’urtasining badali diskontlash hisobiga riskli sug’urta
badalidan kichik bo’lar ekan.

Misol. 40 yoshli erkak uchun muddati 5 yil, sug’urta summasi 10000 p.b., yillik daromad
normasi 10 foiz bo’lganda sug’urta badalining qiymatini toping.

Yechish. Yillik diskont koeffitsienti v = 1
1+0,1

= 0, 9091, o’lim jadvalidan
l40 = 83344, l45 = 77387 (1) formula bo’yicha hisoblab, sug’urta badalining qiymatini

P = vn · l45

l40
· S = 0, 90915 · 77387

83344
· 10000 = 5765 p.b. ga teng bo’lishini topamiz.

Bir birlik sug’urta summasining (S = 1) sug’urta badaliga ta’rif stavkasi yoki ta’rifi
deyiladi, ya’ni

T = vn · lx+n

lx
= vn · npx

(2) Masalan, misol shartida ta’rif stavkasi (S = 1)

T = vn · l45

l40

= 0, 90915 · 77387

83344
= 0, 5765

ya’ni 1 p.b. uchun ta’rif miqdori 0,5765 p.b. bo’ladi. Ushbu maqolada, shartnoma shartlariga
ko’ra va daromad normasini nazarda tutgan holda belgilangan muddatgacha sof yashash
sug’urtasida ta’rif stavkalarini hisoblash usuli o’rganilgan.
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BANKLARNING FAOLIYAT SAMARADORLIGINI BAHOLASH
MODELLARI

Hakimova D.
Mirzo Ulug’bek nomidagi O’zbekiston Milliy Universiteti, Toshkent, O’zbekiston,

olimovayasmina@gmail.com

Bank faoliyat samaradorligini baholash hozirda juda muhim ahamiyat kasb etadi.
Baholashning turli matematik modellari mavjud. Bulardan biri ko’p oo’zgaruvchili
korrelyatsion-regression tahlil oвo’tkazib, natijasida ekonometrik model taklif qilishdir.
Zamonaviy dunyoda banklar bozor munosabatlari tizimining asosiy bo’g’inidir. Ular vositachilar
vazifasini bajaradilar, iqtisodiyotning barcha faol subyektlaridan mablag’larni samarali ravishda
jalb qiladilar va taqsimlaydilar. Bank tuzilmalari rolining tobora ortib borishi kredit
tashkilotlarining turli statistik ko’rsatkichlarini hisoblash va prognozlashni soddalashtirish
doirasida ekonometrik tadqiqotlarni rivojlantirish zarurligi tobora ortib bormoqda. Bank
faoliyatining o’ziga xos xususiyati shundaki, kredit va depozit operatsiyalarini muvaffaqiyatli
amalga oshirish banklar tomonidan foyda olishiga olib keladi, bu nafaqat kredit tashkilotining
o’zi, balki mamlakat iqtisodiyoti rivojlanishining ham ishonchliligi va barqarorligini oshirishga
yordam beradi. Ushbu tadqiqotlarning maqsadi bank faoliyati samaradorligini va uni
amalda qo’llash imkoniyatlarini aniqlash uchun sifatli ko’p o’zgaruvchili regressiya modelini
ishlab chiqish va tahlil qilishdir. Yuqori sifatli matematik, xususan, regressiya modellarini
ishlab chiqish bank sektorida kredit berish jarayonining juda muhim qismidir va doimiy
takomillashtirishni talab qiladi. Ko’p o’zgaruvchili regressiya modeli bu bir nechta mustaqil
o’zgaruvchilarni bitta natija bilan bog’laydigan model. Tadqiqotni o’tkazish uchun bitta
davlatni tanlab, uning eng yirik banklarining sof aktivlari qiymati to’g’risidagi ma’lumotlarga
asoslangan ekonometrik model tuziladi, bu yerda bog’liq sof foyda bog’liq o’zgaruvchiga
aylanadi. Mustaqil o’zgaruvchilar sifatida bankning asosiy ko’rsatkichlari, shu jumladan:
jismoniy shaxslarga berilgan kreditlar hajmi, jismoniy shaxslarning depozitlari hajmi va
jismoniy shaxslarning muddati o’tgan kreditorlik qarzlari olinadi. Ushbu ko’rsatkichlar bir-
biri bilan chambarchas bog’liq, chunki ularning barchasi bank muassasalari samaradorligini
baholashga xizmat qialdi, xususan, ular birinchi navbatda bankning sof foyda ko’rsatkichiga
ta’sir qiladi. Ushbu ma’lumotlarga asoslanib, ko’p o’zgaruvchili regressiya modeli tuziladi
va tahlil qilinadi. Model tanlashda avvalo ularning korrelyatsion matritsasi hisoblanadi va
tahlil qilinadi. Bunda korrelyatsiya matritsasi tahli qilinayotgan o’zgaruvchilarning mumkin
bo’lgan barcha juftliklari uchun korrelyatsiya koeffitsientining qiymatlarini aks ettiradi.
Ko’p o’zgaruvchili regressiya tenglamasi uchun prediktorlar tanlashda quyidagi qoidaga
amal qilish muhimdir: o’zgaruvchilar bog’liq o’zgaruvchi bilan kuchli, o’zaro esa past
korrelyatsiyalangan bo’lishi kerak. Topilgan korrelyatsiya koeffitsientlari barcha o’zgaruvchilar
orasida qanday bog’lanish borligini aniqlash hamda tushuntiruvchi o’zgaruvchilar orasida
multikollinearlik muammosi bor yoki yo’qligini aniqlashda xulosa berishga yordam beradi.
Multikollinearlik muammosi bo’lsa, regressiya modeliga bog’liqlik parametrlarni baholashning
aniqligini pasaytiradi. Bu muammodan qutulishning oson yo’li modeldan o’zaro kuchli
korrelyatsiyalangan bir yoki bir nechta prediktor chiqarib tashlanadi. Model tenglamasini
tanlashda Minitab programmasidagi "Best supsets"va "Stepwise"funksiyalari yordam beradi
hamda topilgan bashorat model tenglamasi uchun tanlanmaning korrelyatsiya koeffitsienti bosh
to’plamning korrelyatsiya koeffitsientining noldan ahamiyatli farq qilish haqida xulosa chiqarish
uchun gipotezalar qo’yilishi ikki yoqlama (bir yoqlama) tanlanib, "T-sinov"orqali tahlil qilingan
koв’rsatkichlar asosida chiziqli bog’lanish bor yoki yo’qligi aniqlanadi. O’zgaruvchilar uchun
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"F-sinov"o’tkazamiz ya’ni tushuntiriluvchi o’zgaruvchini o’zgarishini model uchun tanlangan
tushuntiruvchi o’zgaruvchilar o’zgarishi uchun ahamiyatli qismini tushuntirishi mumkinmi yoki
yoв’qligini tushuntirib beradi bunda ham gipotezalar qo’yiladi va F-statistika qiymati va F-
kritik qiymat solishtirilib gipoteza tanlanadi. Bu tahlillarni toв’la qanoatlantirgan tenglama
model tenglamasi sifatida tanlanadi va amaliyotda qo’llaniladi. Bunda ko’p o’zgaruvchili
regressiya tenglamasi quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:

Y = β0 + β1ξ1 + β2ξ2 + ...+ βk−1ξk−1

Y - bog’liq o’zgaruvchi;
ξ1, ξ2, ..., ξk−1-tushuntiruvchi o’zgaruvchilar yoki prediktorlar;
β0, β1, β2, ..., βk−1- modelning bosh to’plamdagi parametrlari.

Tanlangan model tenglamasining koeffitsient qiymatlariga xulosa beriladi. Koeffitsientlar
uchun interval baholar beriladi.Tushuntiriluvchi o’zgaruvchining o’zgarishini tushuntiruvchi
o’zgaruvchilarning o’zgarishi bilan necha ulushini tushuntirishini aniqlovchi qiymati ya’ni R2

(determinatsiya koeffitsienti) hamda model (S) baholashining standart xatoligi qiymati topiladi.
Ko’p o’zgaruvchili korrelyatsion-regression tahlil natijalaridan topilgan bashorat modeli uchun
umumiy xulosa beriladi ya’ni bu model iqtisodiy tajribada qo’llanilsa yaxshi natija berishi yoki
yo’qligi. Umuman olganda, ushbu model amalda bankning sof foydasiga omillarning ta’sirini
taxmin qilish va baholash uchun muvaffaqiyatli qo’llanilishi mumkinmi yoki yo’qligini aniqlab
beradi. Shu bilan birga, shuni takidlash kerakki, berilgan ma’lumotlar bazasi modelni tahlil
qilish uchun yetarli bo’layotgani yoki aksincha qo’shimcha ko’rsatkichlar qo’shilishi kerakligini
aniqlab beradi hamda amalga oshirilgan tahlillarni sarhisob qilgan holda, matematik usullar va
regressiya modellaridan foydalanish tijorat banklari faoliyati muammolari uchun eng yaxshi
yechimlarni topishga imkon beradi. Shunga asoslanib bankning moliyaviy natijalari orqali
kelgusidagi istiqbolli rejalar yo’nalishi tanlab olinadi.

Foydalanilgan adabiyot:

1. Оголихина С.Д, Исползование модели множенственной регрессии в определении эф-
фективности банковской деятельности. 2017, N 8, 1-13.

YURAK QON TOMIR TIZIMLARINING FRAKTAL O’LCHOVI
Jabbarov J. S.

Samarqand davlat universiteti, Samarqand, O’zbekiston.
jamoliddin.jabbarov@mail.ru

Mazkur maqola yurak qon tomir tizimlarining fraktal o’lchovini aniqlashga bag’ishlangan.
Fraktallar telekommunikasyalarda, sanoat ishlab-chiqarishda, kompyuter tizimlarida va
fan texnikaning boshqa ko’plab sohalarida qo’llaniladi [1]. Eng qiziqarli sohalaridan biri
bu fraktallarning tibbiyotda qo’llanilishidir. Maqolada yurak qon tomir tizimlarining fraktal
tuzilishi, fraktal o’lchovi, xususiyatlari, Mandelbrot-Richardson o’lcho-vi yordamida aniqlangan
[1-3]. Aksariyat ishlarda fraktal o’lchovni faqat tabiat manzaralari va geometirik shakillarga
nisbatdan qo’llagan. Mazkur yurak qon tomir tizimlarining fraktal tuzilishi xususiyatlari
matematik formulalar asosida hisoblash uchun maxsus usullar qo’llanilgan, shuningdek, mos
sonli ekspriment natijalari jadval ko’rinishda keltirilgan.
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Yurak qon tomir tizimlarining fraktal o’lchovini aniqlash chegarasi 1 dan 2 gacha bo’lgan
oralig’da bo’lib, o’lchovning qiymati qanchalik ikkiga yaqin bo’lsa qon tomir tizimlarining
joylashuvi murakkab bo’ladi.
Inson organizimining fraktal xususiyatga ega bo’lgan a’zolari barcha nafas olish yo’llari, qon
tomir tizimlari, limfa tomirlari, nerv tomirlari, o’t yo’llari va asab tizimlari bo’lib [4], ularning
fraktal o’lchovlari har-xil matematik usullarda aniqlanadi.

Hozirgi vaqtda dunyo miqyosida inson organizimida fraktal tuzilishga ega bo’lgan
organlarning fraktal o’lchovini aniqlash, bu asosida odamlardagi har-xil kasalliklarni oldin-dan
bashorat qilish muhim hisoblanadi [5].
Inson yurak qon tomir tizimlarining fraktal o’lchovini aniqlashda, tomirlarning joylashuvini
daraxt navdalariga qiyoslangan holda o’rganildi.

Fraktal o’lchovlarni hisoblashda ko’pincha kublar usuli, qoplamalar usuli, prizma usuli va
boshqalar asosida aniqlanadi. Biroq bir xil tasvirlarni turli usullar yordamida fraktal o’lchovini
aniqlashda ham, natijalar ko’pincha bir-biridan farq qiladi. Shuning uchun fraktal o’lchovlarni
amalda hisoblashda fraktal tuzilishga ega bo’lgan obyektlarning xususi-yatidan kelib chiqib
usullar tanlanishi kerak. Buning uchun tekislikni kichik katakchalarga bo’lib [2], ularning
kattaligini a bilan belgilanadi va fraktal tasvirlarni nechta katak kesib o’tishi hisoblanadi.

Insonning yurak qon tomir tizimlarining fraktal o’lchovini ham aniqlash mumkin.

Insonning yurak qon tomir tizimlarining ustidan uch xil o‘lchamdagi katakchalar tortilgan.
Bundan quyidagilar aniqlandi: a katakcha kattaligi bo‘lib, shartli ravishda=48 mm, chizma
joylashgan katakchalar soni mos xolda, N1 = 6 ta, N2 = 24 ta, N3 = 116 ta. *-rasmdagi
ma’lumotlar asosida odam yurak qon tomir tizimlarining fraktal o‘lchovini quyidagicha
aniqlaymiz:

Katakchaning o‘lchovi a 9 16 48
Katakchalar soni N 116 24 6
y = lnN 4,7536 3,1780 1,7917
x = ln a 2,1972 2,7726 3,8712

Yuqoridagi keltirilgan ma’lumotlar asosida insonning yurak qon tomir tizimlarining fraktal
o‘lchovi katakchalar usuli yordamida hisoblandi ya’ni,

D =

∑n
i=1 xi

∑n
i=1 yi − n

∑n
i=1 xiyi

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2 = 1, 7021.

Biroq, insonning yurak qon tomir tizimlarining fraktal o’lchovining qiymati asl o’lchamga
nisbatan ko’p farq qilmaydi [3]. Ya’ni tadqiqotlar natijasi shuni ko’rsatadiki, uning o’zgarish
sohasi 0,073 larga teng ekan.
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RIVOJLANAYOTGAN MAMLAKATLARDA TO’G’RIDAN TOG’RI XORIJIY
INVESTITSIYALAR HAJMINI STATISTIK TAHLIL ASOSIDA REGRESSION

MODELINI TUZISH

Mamadiyev F.R.
Mirzo Ulug’bek nomidagi O’zbekiston Milliy universiteti, Toshkent,Uzbekistan,

faxriddin19951021@gmail.com

To’g’ridan to’g’ri xorijiy investitsiyalar har bir mamalakat iqtisodiyotining rivojlanishi
uchun o’ziga xos axamiyatga ega. Ayniqsa, bu rivojlanayotgan mamlakatlar iqtisodiyotida
yana o’z aksini topgan. Hozirgi kunda mamlakat iqtisodiyotiga kiritilayotgan To’g’ridan
to’g’ri xorijiy investitsiyani umumiy hajmini yanada oshirish maqsadida xorijiy investorlarga
yetarlicha qulay investitsion muhit yaratib berishga bo’lgan zaruriyat yanada ortmoqda. Bu
esa xorijiy investorlarning investitsiya kiritiluvchi mamlakatlar iqtisodiy salohiyati va siyosiy
barqarorligiga, uni rivojlanish istiqbollariga qiziqishi tufayli ishonchi ortishiga sabab bo’lmoqda.
Shuningdek, jahon va mintaqaviy investitsiya bozorlarida raqobat kuchayib borayotganliga
mamlakatning iqtisodiy holatidan qat’i nazar, ushbu mamlakat hududida yana ham qulayroq
investitsiya muhitini yaratish, investitsion jozibadorlikni oshirishga, ishlab chiqarishlarni
modernizatsiya qilish, texnik va tehnalogik bazani yangilashga qaratilgan loyihalarni amalga
oshirish uchun xorijiy investitsiyalar jalb etilishini rag’batlantirishga nisbatan alohida urg’u
berilmoqda. Ushbu tahlilda 30 ta rivojlanayotgan mamlakatlarga kirib keluvchi To’g’ridan
to’g’ri xorijiy investitsiya hajmining unga ta’sir qiluvchi omillar asosida regression modeli
tuzilgan. Bu tahlildagi foydalanilgan statistik ma’lumotlar jaxon banki ma’lumotlar bazasining
2010-2020-yillar oralig’idagi ma’lumotlaridan foydalanildi.
https: //data.worldbank.org

Tadqiqod uchun quyidagi statistik ko’rsatgichlar asos qilib olindi: Tushuntiruvchi ko’rsatgich
sifatida Y to’g’ridan to’g’ri xorijiy investitsiya (AQSH doll.) hajmi olindi. Mamlakat
iqtisodiyotida tashqi investitsiya hajmiga mevosita ta’sir qiluvchi asosiy omillar sifatida
quyidagilar o’rganildi:
• X1 sifatida YaIM o’sish sur’ati olindi. YaIM hajmi ortishi bilan, Investiitsiya kiritilishi

ham ortadi (birligi: foiz (%)).
• X2 sifatida savdo ochiqlik darajasi (eksport va import YaIM ga nisbatan) olindi. Tashqi

investitsiya va savdo ochiqlik darajasi ijobiy musbat bog’lanishga ega (birligi foiz: (%)).
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• X3 sifatida yalpi mahalliy jamg’armalar (YaIM ga nisbatan foiz hisobida) olndi. Asosiy
kapitalning ko’payishi, moddiy aylanma va mablag’lar zaxiralarining o’zgarishidan, hamda
boyliklarni sotib olishga sarflangan harajatlarni o’z ichiga oladi (birlidi: foiz (%)).
• X4 sifatida yalpi mahalliy jamg’armalar (YaIM ga nisbatan foiz hisobida) olndi. Asosiy

kapitalning ko’payishi, moddiy aylanma va mablag’lar zaxiralarining o’zgarishidan, hamda
boyliklarni sotib olishga sarflangan harajatlarni o’z ichiga oladi (birlidi: foiz (%)).
• X5 sifatida inflatsiya darajasi olindi. Inflatsiya narxlarning keskin ravishda ortib borishi

natijasida pul bahosining qadrsizlanishi (birligi: foiz %).
• X6 sifatida ishsizlik darajasi olindi. Bu ish bilan band bo’lmagan ishchi kuchining darajasi

(birligi: foiz (%)).
• X7 sifatida ishchi kuchi olindi. Bu insonning mehnat qilishga qaratilgan jismoniy va aqliy

qobilyatidir (birligi: son).
• X8 sifatida tovar va xizmatlar eksporti mamlakat tashqarisiga chiqarib sotilayotgan Tovar

va xizmatlarning YaIM dagi ulushi olindi (birligi: foiz (%)).
• X9 sifatida oltin - valyuta zaxiralari - mamlakat hukumatlari va markaziy banklari

ixtiyorida turuvchi moliyaviy aktivlar olindi (birligi: AQSH doll).

Yuqoridagi statistik ma’lumotlar asosida korrelyatsion va regression tahlil o’tkazilib
to’g’ridan to’g’ri tashqi investitsiyalar uchun regression model tuzildi:

Y = −9.6 · 105 ·X2 + 3.44 · 106 ·X4 + 191.1 ·X7 + 0.0615 ·X9

Va bu model uchun T test, F test va 95 % li ishonch intervallari qurildi.
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GARCH (1,1) JARAYONLARINING KVADRATLARI UCHUN LIMIT
DISPERSIYANI BAHOLASH

Sharipov O. Sh.1, Gaipova Y.A.2

Mirzo Ulug’bek nomidagi O’zbekiston Milliy universiteti, Toshkent, O’zbekiston,
1 osharipov@yahoo.com,

2 yulduz.ashirboyevna@gmail.com

GARCH (p,q) jarayoni moliyaviy vaqt qatorlarini modellashtirishda keng qo’llaniladi.
GARCH(p,q) jarayonlari xossalari xususan, [1]-[3] maqolalarda tadqiq qilingan.

Quyidagi
Xt = σtZt

σ2
t = ω + α1Z

2
t−1 + β1σ

2
t−1

ko’rinishdagi Xt, t ∈ Z ketma-ketlik GARCH(1,1) jarayoni deb ataladi. Bu yerda ω, α1, β1

manfiy bo’lmagan sonlar, Zt, t ∈ Z matematik kutilmasi 0 ga dispersiyasi 1 ga teng bo’lgan
bog’liqsiz va bir xil taqsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma ketligi va barcha Zt, k ≤ t da σk
dan bog’liqsiz.
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Ma’lum bir shartlarda GARCH(1,1) jarayonlar uchun markaziy limit teorema, ya’ni quyidagi
sust yaqinlashish o’rinli

1√
n

n∑
i=1

(X2
i − EX2

i )⇒ N(0, ε2)

bu yerda N(0, ε2) - (0, ε2) parametrli normal taqsimlangan tasodifiy miqdor va

ε2 = E(X2
1 − EX2

1 )2 + 2
∞∑
i=2

E(X2
1 − EX2

1 )(X2
i − EX2

i ).

Amalda ε2 noma’lum bo’ladi va uni statistik baholash muhim. Biz ε2 ni [4] va [5] dagi
baholar yordamida baholadik. Ma’ruzada shu baholar yordamida olingan natijalar keltiriladi
va solishtiriladi.
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SPACING-STATISTIKALAR GINI INDEKSIGA NORMAL TAQSIMOT
ORQALI APPROKSIMATSIYA HAQIDA

Zokirjonov M.O.

Mirzo Ulug’bek nomidagi O’zbekiston Milliy universiteti, Toshkent, O’zbekiston,
zokirjonovmuhammadsidiq@gmail.com

Haqiqiy o’qda aniqlangan absolut uzliksiz taqsimotdan hosil etilgan tasodifiy tanlanma
X1, ..., Xn−1 berilgan bo’lsin. Statistika fanining muhim

masalalaridan biri ushbu tanlanma berilgan taqsimotdan kelib chiqganligi haqidag tahminni,
ya’ni asosiy tahmin H0 ni alternativ tahmin Ha ga

H0 : F (x) = F0(x); Ha : F (x) 6= F0(x) (6)

nisbatan tekshirish alomatini tuzishdan iboratdir, bu yerda F0 to’la-to’kis berilgan taqsimot
funksiya. Bunday alomat muvofiqlik alomati deb ataladi. Adabiyotlarda muvofiqlik alomat
tuzishga turlicha yondoshishlar ko’rilgan bo’lib, ulardan biri quyida ta’riflangan spacinglarga
(o’qilishi: speysinglar) orqali berilgan statistikalarga tayangan alomatlardir. Avvalam bor shuni
aytib o’tamizki umumiyatga ziyon keltirmagan holda "ehtimollik integral o’zgartirma" U =
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F0(X) orqali yuqoridagi (1) masalada H0 tahmini [0,1] oraliqda tekis taqsimot deb qarashga
keltirish mumkin. Ya’ni (1) masala o’zgartirilgan tanlanma Ui = F0(X), i = 1, ..., n− 1 asosida

H0 : F (x), 0 ≤ x ≤ 1, ni Ha : F (x) 6= x, 0 ≤ x ≤ 1

nisbatan tekshirish masalasiga keltiriladi. Bundan buyon ushbu o’zgartirma bajarilgan deb
qaraymiz. 0 = U0,n ≤ U1,n ≤ ... ≤ Un−1,n ≤ Un,n = 1 tanlanmaga mos variasion qator bo’lsin.
Quyida berilgan ayirmalarga spacinglar deyiladi:

Di = Ui,n − Ui−1,n, i = 1, ..., n

Spacinglarga asoslangan muvofiqlik alomatlarga etibor ayniqsa Greenwoodning [1]
maqolasidan keyin mutaxassislarning e’tiborini tortdi. Ushbu maqolada, keyinchali Greenwood
statistkasi deb atalmish G2

n = D2
1 + ... + D2

n statistikaga asoslangan alomatni biror
hodisalar, masalan biror kasallikning tarqalishi kabi hodisalar, tasodifiy ravishda ro’y berishi
tahminini tekshirish masalasiga qo’llagan. Keyinchalik yuqorida kiritilgan spacinglarning
umumlashtirmalari bo’lmish yuqori tartibli (indekslar farqi birdan katta bo’lgan variasion
qator hadlarining ayirmasi) spacinglarga asoslangan turli alomat-statistikalari bir necha
mualliflar orqali kiritilgan va ularning xossalari o’rganilgan. Bunday statistikalar nafaqat
statistik tahminlarni tekshirish alomatlarida, balki noma’lum parametrlarga baholar tuzish
masalalarida ham qo’llanilgan. Batafsil ma’lumotlar uchun [2]-[5] maqolalarga va ularda
keltirilgan adabiyotlarga murojat qilinshni maslaxat beramiz.

{Di, i = 1, ..., n} spacinglarning, asosiy tahminH0 o’rinli bo’lganda, matematik kutimalari
n−1 bo’ladi, shu bilan birga ularning o’rta arifmetik qiymati ham n−1 ga teng, chunki bu
spacinglar yig’indisi 1 ga tengdir. Demak, tekis taqsimotlilik alomatlarni {Di, i = 1, ..., n}
spacinglarning o’z o’rta qiymati n−1 dan qanchalik farqlanishini belgilovchi o’lchov kabi
statistikalar, (ya’ni spacinglarni o’rta qiymat atrofida tarqoqlik o’lchovi), orqali tuzish mantiqan
asoslidir. Masalan, quyidagi satatistika mos ravishda Greenwood va Rao statistikalaridir

Vn =
n∑
i=1

(Di − n−1)2 va Rn =
n∑
i=1

|Di − n−1|.

Bu statistikalar va mos alomatlar adabiyotlarda mukammal o’rganilgan. Shu bilan birga
yuqorida aytib o’tilgan tarqoqlik o’lchovi sifatida kuzatilgan spacinglarning Ginining indeksi
deb ataladigan statistikaga kam e’tibor berilgan. {Di, i = 1, ..., n} spacinglarning Gini indeksi
quyidagicha beriladi:

Gn =
n∑
i=1

n∑
j=1

|Di −Dj|

Spacinglar Gini indeksining (Gini index) xossalari, xususan ba’zi hollarda uning Greenwood
va Rao statiskalaridan ustunligi, yaqinda Jammalamadaka va Goria (2004) ochiqlangan. Shu
yo’sinda ushbu maqolada Gn ' N(n, n/3) natija qayd etilgan, bu erda N(n, n/3) parametrlari
n va n/3 bo’lgan normal tasodifiy miqdor, ' esa n −→ ∞ bo’lganda asimptotik tenglikni
belgisi. Quyidagi teorema Jammalamadaka va Gorialarning natijasini aniqlashtiradi.
Teorema. Agar (2) tahmin o’rinli bo’lsa, u holda∣∣∣∣∣P

{
Gn − n√
n/3

< x

}
− 1√

2π

∫ x

−∞
e−u

2/2du

∣∣∣∣∣ ≤ c0
3
√

3

4

1√
n
,

bu yerda 0.4097 ≤ c0 < 0.4748, Berry-Esseenning klassik tengsizligidagi son [6].
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M |G|1|N XIZMAT KO‘RSATISH SISTEMASI STATSIONAR NAVBAT
UZUNLIGI TAQSIMOTI UCHUN AYRIM MUNOSABATLAR HAQIDA

Qurbonov H.1, Axmatova Sh. 2

1,2 Samarqand davlat universiteti, Samarqand, O‘zbekiston
1Qurbonovh1950@gmail.com, 2shakhnoza_a1@mail.ru

Bitta xizmat ko‘rsatish qurilmasidan iborat bo‘lgan sistemaga λ parametrli Puasson talablar
oqimi kelib tushayotgan bo‘lsin. Talablarga ularning kelish tartibida xizmat ko‘rsatilsin va
xizmat ko‘rsatish vaqt uzunliklari bog‘liq bo‘lmagan hamda bir xil B(x) taqsimot funksiyasiga
ega bo‘lgan tasodifiy miqdorlarni tashkil etsin. Shuningdek, kutish joylari soni N(N ≥ 1)
bilan chegaralangan, ya‘ni sistemada bir paytda ko‘pi bilan (qurilmadagi talab bilan birga)
N +1 ta talab bo‘lishi mumkin deb faraz qilamiz. Qaralayotgan sistema, odatda,M |G|1|N deb
belgilanadi.

Quyidagi belgilashlarni kiritaylik:
ξN− sistemaning statsionar navbat uzunligi, ya‘ni ixtiyoriy momentda sistemada mavjud

bo‘lgan talablar soni;
PN(k) = P (ξN = k), k = (0, N + 1)

ςN− sistemaning bandlik davri;
ηk− bandlik davrining sistemada k ta talab bo‘lgan qismi;
χ− sistemaning bandlik davridan keyingi bo‘sh holatda bo‘lish davri.
Ma‘lumki, ςN = η1 + η2 + · · ·+ ηN+1.
Qaralayotgan sistemaning statsionar navbat uzunligi taqsimoti [1] ishda, B(x) = 1 −

e−µx, x > 0, bo‘lgan holda esa [2] ishda o‘rganilgan. Qaralayotgan ishda PN(k) ehtimolliklar
va χ, ςN , ηk tasodifiy miqdorlarning o‘rta qiymatlari o‘rtasidagi ayrim munosabatlar keltirib
chiqariladi.

Faraz qilaylik,

µ−1 =

∫ ∞
0

xdB(x) <∞

bo‘lsin.

Teorema 1. Quyidagi munosabatlar o‘rinli:

PN(0) =
Mχ

M(ςN + χ)
,
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PN(k) =
Mηk

M(ςN + χ)
, k = 1, N + 1.

Teorema 2. Quyidagi munosabatlar o‘rinli:

Mηk =
µ

λ
(Mςk −Mςk−1), k = 1, N,

Mηk =
1

λ
+ (1− µ

λ
)MςN ,

bu yerda ςN −M |G|1|K k = 0, 1, 2, sistemaning bandlik davri.
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ОЦЕНИВАНИЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО ФУНКЦИОНАЛА МЕТОДОМ
ЭМПИРИЧЕСКОГО ПРАВДОПОДОБИЯ ПО НЕПОЛНЫМ ВЫБОРКАМ

Захидов Д.Г.
Андижанский институт сельского хозяйства и агротехнологии,Андижан, Узбекистан,

Пусть требуется построить доверительный интервал интегрального функционала

θ = θ (F ) =

∫
Y (t) dF (t) = EY(X),

где Y- некоторая измеримая функция, F - функция распределения (ф.р.) случайной ве-
личины (с.в.) X : F (t) = P (X ≤ t). Предполагается, что с.в. X цензурируется с.в. Y с
ф.р G (t) = P (Y ≤ t), где X и Y независимы. В результате статистического эксперимента
наблюдается случайно – цензурированная справа выборка S(n) = {(Zi, δi) , 1 ≤ i ≤ n},
где Zi = min (Xi, Yi) и δi = I (Xi ≤ Yi) – индикатор, где (Xi, Yi) – независимые реализации
пары (X, Y ). Нетрудно видеть, что Zi имеют общую ф.р H (t) = 1− (1− F (t)) (1−G (t)).
В качестве оценки для ф.р F используем следующую степенную оценку Fn (t) = 1 −
(1−Hn (t))Rn(t) автора [1], где Hn (t) = 1

n

∑n
i=1 I (Zi ≤ t) эмпирическая оценка для H (t) и

Rn (t) =
n∑
i=1

δiI (Zi ≤ t)

[
1−Hn (Zi) +

1

n

]−1
{

n∑
i=1

I (Zi ≤ t)

[
1−Hn (Zi) +

1

n

]−1
}−1

– статистика отнощения интенсивностей. Оценка Fn (t) обладает многими оптимальными
свойствами на интервала (−∞, T ), где T < TH = inf {t : H (t) = 1} . Поэтому вместо θ
рассмотрим усеченный функционал θT (F ) = E [Y (X) I (X ≤ T )] и его оценку

θT (Fn) =

∫
Y (t) I (t ≤ T ) dFn (t) =

1

n

n∑
k=1

Vk +Op

(
n−

1
2

)
,

где Vk = Uk (F,G)- независимые и одинаково распределенные с.в. с EUk = θT (F ).
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Пусть Y∗ (x) = Y (x) I (x ≤ T ), Vk = Y∗ (Zk)4Fn (Zk) , 4Fn (Zk) = Fn (Zk)−Fn (Zk − 0)
и R̂n (θT ) =

∏n
k=1 npk – соответствующая эмпирическое отношение правдоподобия (ЭОП)

с ограничениями
n∑
k=1

pk = 1

и

n

n∑
k=1

pk (Vk − θT ) =0

и лагранжианом

Λn (p, γ, λ) =
n∑
k=1

log (npk)− nγ
n∑
k=1

pk (Vk − θT ) + λ

(
n∑
k=1

pk − 1

)
.

Тогда разрешив соотвстетвующее уравнение находим

Pkn = [n (1 + λn (Vk − θT ))]−1, k = 1, . . . , n,

где λn удовлетворяет уравнению
n∑
k=1

Vk − θT
1 + λ (Vk − θT )

= 0.

Пусть

σ2
v(F ) = lim

n→∞
DF (n−

1
2

n∑
k=1

Vk) <∞. (1)

Определим статистику

Ψn (θ) = −2logR̂n (θT ) = 2
n∑
k=1

log (1 + θ (Vk − θT )) .

Теорема. При справедливости условия (1) и n→∞

DFV1

σ2
v (F )

·Ψn (θ) =⇒ χ2
1,

где =⇒ означает сходимость по распределению, χ2
1- с.в имеющая хи – квадрат распреде-

ление с степенью свободы α = 1.
Доказанный результат можно использовать для построения асимптотического довери-

тельного интервала для функционала θT (F ).
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ОБ ОЦЕНКЕ СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ КРИТИЧЕСКОГО
ВЕТВЯЩЕГОСЯ ПРОЦЕССЕ ГАЛЬТОНА-ВАТСОНА

Кудратов Х.Э.1, Хусанбаев Я.М.2
1Национальный Университет Узбекистана, Ташкент,Узбекистан,

qudratovh−83@mail.ru;
2Институт математики имени В.И.Романовского, Ташкент,Узбекистан,

yakubjank@mail.ru

Пусть {ξk,i, k, i ≥ 1}-совокупность независимых, одинаково распределенных и принима-
ющих неотрицательные целые значение случайных величин. Пусть Zk, k ≥ 0 ветвящиеся
процесс Гальтона-Ватсона, определенный следующими рекуррентными соотношениями:

Z0 = 1 , Zn =

Zn−1∑
j=1

ξn,j , n ∈ N

Введем следующие обозначения.

f(s) := Esξ1,1 , A = f ′(1) , B = f ′′(1) , C = f ′′′(1),

Fn(s) := EsZn , 0 ≤ s ≤ 1, Sn(x) = P

(
2Zn
Bn

< x |Zn > 0

)
, S(x) = 1− e−x , x > 0

Известно [1], что
Fn(s) = fn(s) , n ∈ N

где fn(s)− n− кратная итерация функции f(s): f0(s) = s, f1(s) = f(s),

fk+1(s) = f(fk(s)), k ∈ N.

В 1947 году A.M. Яглом [2] при условии F ′′′(1−) <∞, изучая условное распределение
случайной величины Zn при условии Zn > 0, получил следующий резултат: для любого
x ≥ 0

(A) : lim
n→∞

Sn(x) = S(x)

В дальнейшем Kesten, Ney, Spitzer [3] доказали, что этот результат справедлив при
F ′′(1−) < ∞. Для ветвящихся процессов с непрерывным временем аналог теоремы Яг-
лома установлен Золотаревым [4].
Возникает естественный вопрос: какова скорость сходимости в предельной теореме (A)?
Скорость сходимость в теореме Яглома (А) исследована в работе Нагаева и Мухамедха-
нова [5] при условии F ′′′(1−) <∞ получен следующий результат:

Sn(x)− S(x) = O

(
ln2 n

n

)
Однако этот теоретический результат имеет определенную неудобность при решении при-
кладных задач.

Целью данной работы является получение оценки в (А) в случае когда величина ξ1,1

имеет геометрическое распределение.
Теорема. Предположим, что

P (ξ1,1 = 0) = p , pk = P (ξ1,1 = k) = (1− p)2pk−1 , k = 1, 2, ...
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где p ∈ (0, 1) фиксированное число. Тогда для любого n ∈ N имеет место следующее
неравенство

sup
x
|Sn(x)− S(x)| ≤ 4(1− p)

πp

lnn

n
+

2(1− p)
πp

(
27

1

3
+ ln

4
√

2p2

3(1− p)2

)
1

n
+

16(1− p)4

3πp4n4
.
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О вещественных корнях уравнения v = b(λ− λv) и средном значении периода
занятости системы с ограниченной очередью

Х.Курбанов1, У.Базарова2

Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан
ogiloy.bozorova@mail.ru2

Рассматривается система массового обслуживания с одним обслуживающим устрой-
ством и со следующими данными: входящий поток пуассоновский с параметром λ ; дли-
тельности времен обслуживания независимые, одинаково распределенные случайные вле-
чины с функцией распределения B(x)[B(+0) = 0] и со средним значением µ−1; количество
мест для ожидающих ограничено числом k(k ≥ 1). Описанную систему обозначим симво-
лом M|G|1|k.

Пусть ζk период занятости и ρ = λµ−1 загрузка рассматриваемой системы. Положим

b(s) =

∫ ∞
0

e−sxdB(x)

В теории массового обслуживания изучение характеристик систем часто связано с
исследованиием вещественных корней функционального уравнения v = b(λ − λv), где v
комплексная переменная.

Известно, что это уравнение при ρ > 1 в круге |v| ≤ 1 имеет два вещественных корней:
v1 = 1 и v2 = r ([1],стр.62).

В данной работе рассматривается вопрос о существовании вещественных корней урав-
нения при любом фиксированном ρ и исследуется пределное поведение корня, отчисного
от единицы, при ρ −→ 1 . Также, изучаются асимптотические соотношения, связанные со
средним значением случайной величины ζk.
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Theorem 1. Уравнение v = b(λ− λv) в области определения имеет два вещественных
корней:v1 = 1 и v2 = r, такой что

r < 1ρ > 1;

r > 1ρ < 1;

r = 1ρ = 1;

Theorem 2.. Если
σ2 =

∫ ∞
0

x2dB(x) <∞,

то при ρ −→ 1 справедливо соотношение

r = 1 +
2(1− ρ)

λ2σ2
+ 0(1− ρ).

Теорема 3.Справедливы следующие соотношения

lim
N−→∞

(rkMζN −MζN−k) =
1− rk

µ(ρ− 1)
,

lim
N−→∞

rN(MζN −MζN−k) =
rk − 1

µ[b′v(λ− λv)|v=r − 1]
,

lim
N−→∞

MζN−k
MζN

=


rk, ρ ≥ 1,

1, x > 0, ρ < 1.
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ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ АССОЦИРОВАННЫХ
СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ СО ЗНАЧЕНИЯМИ В ПРОСТРАНСТВЕ c0

Лазарева В. А.
Национальный университет Узбекистана им. Мирзо Улугбека, Ташкент,Узбекистан,

1748mailbox@mail.ru

Предел ьные теоремы для отрицательно ассоцированных случайных величин исследованы
многими авторами( см. например [1] )
Пусть X(i, j), (i, j) ∈ Z2 случайное поле со значениями в пространстве c0 (пространство
сходящихся к нулю последовательностей). Разложим случайное поле по стандартному ба-
зису X(i, j) =

∑∞
i=1X

k(i, j)ek , где ek = (0, . . . , 1, 0, . . . )у которой все компоненты нули, за
исключением i-той, которая равна единице.
Семейство случайных величин X(i, j), (i, j) ∈ I со значениями в c0 будем называть ассоци-
рованным, если для каждого конечного подсемейства X(i1, j1), . . . , X(im, jm) и для каждой
пары покоординатно неубывающих функций fi : Rkm → R, i = 1, 2для любого k=1, 2, Җ
выполнено следующее условие:
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cov(f1(X
(1)
1 , . . . , X

(k)
m ), (f2(X

(1)
1 , . . . , X

(k)
m )

Для x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ Z2 пишем x ≤ y , если это неравенство выполняется поко-
ординатно. Определим |x− y| = sup {|xi − yi| : i = 1, 2} и обозначим 1= (1, 1)
Для n = (n1, n2) ∈ Z2) мы обозначим через Λ(n) прямоугольник
Λ(n) = {x ∈ Z2,1 ≤ x ≤ n} и ‖n‖ = n1n2

Частичную сумму обозначим следующим образом SN =
∑

(i,j)∈Λ(k(N))X(i, j)

Введҷм обозначение tij = limN→∞
1√

Λ(k(N))
ES

(i)
N ES

(j)
N при i, j = 1, 2,

Теорема. Пусть X(i, j), (i, j) ∈ Z2 случайное поле со значениями в c0.
Пусть {k(N) : N = 1, 2, } последовательность в Z2 такая, что ki(N) → ∞ при n → ∞
Предположим, что для каждого N , {Xn(N) : n ∈ Λ(k(N))} семейство ассоцированых слу-
чайных величин и выполнены следующие условия:
(i) существуют конечные константы ci > 0 i=1,2 , такие, что DX(k)(i, j) ≥ c1 и
E|X(k)(i, j)|3 ≤ c2 для всех (i, j) ∈ Z2 k = 1, 2,
(ii) дана функция u : {0, 1, 2, ...} → R такая, что u(r) → 0 при r → ∞ и для k = 1, 2,∑

v:|n−v|≥r cov(X(k)(v), X(k)(n)) ≤ u(r) для всех n ∈ Z2 и r ≥ 0

(iii)
∑∞

t=1 tii <∞, tii > 0 EX(i, j) = 0 ,(i, j) ∈ Z2

Тогда при ‖N‖ → ∞ имеет место следующая слабая сходимость

SN√
Λ(k(N))

⇒ N(0, T )

где N(0,T) гауссовская случайная величина со значениями в c0, с нулевым средним и
ковариационной матрицей T = (tij)
Приведенная теорема обобщает результат из [2].
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О ВЫПУКЛЫХ КОМБИНАЦИЯХ ДВУХ КВАДРАТИЧНЫХ
СТОХАСТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ В S2

Мамуров Б.Ж.
Бухарский государственный университет, Бухара,Узбекистан,

bmamurov.51@mail.ru

Квадратичные операторы привлекают внимание специалистов в различных областях
математики и ее приложений (см. например,[2],[ 3]). Мы будем придерживатся определе-
ния и обозначения работы [3]. В работе [1] на двумерном симплексе S2 изучен квадратич-
ные стохастический оператор:

V0 : S2 → S2, V0(x1, x2, x3) = (x1
1, x

1

2, x
1
3)

и
x1

1 = x2
1 + 2x1x2; x1

2 = x2
2 + 2x1x2; x1

3 = x2
3 + 2x1x3
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Доказано, что оператор V0 имеет четыре неподвижные точки M1(1, 0, 0);M2(0, 1, 0);
M3(0, 0, 1);C(1/3, 1/3, 1/3). Отметим, что в работе [4] автором на двумерном симплексе
изучен квадратичные стохастический оператор V1:

x1
1 = 1/3x2

1 + 1/3x2
2 + 1/3x2

3 + 2x1x2

x1
2 = 1/3x2

1 + 1/3x2
2 + 1/3x2

3 + 2x2x3

x1
3 = 1/3x2

1 + 1/3x2
2 + 1/3x2

3 + 2x1x3.

и доказано,что оператор V1 имеет единственную неподвижную точку C(1/3, 1/3, 1/3) и
регулярен. В данной работе мы рассмотрим выпуклые комбинации операторов V0 и V1

Vλ : S2 → S2;

Vλ = (1− λ)V0 + λV1, (0 ≤ λ ≤ 1).

В координатной записи оператор Vλ имеет вид:

x1
1 = (1− 2λ/3)x2

1 + λ/3x2
2 + λ/3x2

3 + 2x1x2

x1
2 = λ/3x2

1 + (1− 2λ/3)x2
2 + λ/3x2

3 + 2x2x3

x1
3 = λ/3x2

1 + λ/3x2
2 + (1− 2λ/3)/3x2

3 + 2x1x3.

Очевидно,оператор Vλ - также квадратичный стохастический оператор.
Доказано, что оператор Vλ имеет единственную неподвижную точку C(1/3, 1/3, 1/3).
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МАРКОВСКИЕ Q-ПРОЦЕССЫ

Назаров З.А.
Национальный университет Узбекистана, Ташкент, Узбекистан,

zuhrov13@gmail.com

Пусть величина Z(t), t ≥ 0, представляет численность популяции в момент t в одно-
родном марковском ветвящемся процессе (МВП) с непрерывным временем и переходными
вероятностями

Pij(t) := P {Z(t+ τ) = j |Z(τ) = i} , τ ≥ 0,

i, j ∈ N0 = {0} ∪ N, где N – множество натуральных чисел. Эти вероятности равны i-
кратной свертке распределения P1j(t), т.е.

Pij(t) =
∑

j1+j2+···+ji=j

P1j1(t) · P1j2(t) · . . . · P1ji(t).
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Вероятности P1j(t), в свою очередь, определяются с помощью локальных плотностей
{aj, j ∈ N0} соотношением

P1j(ε) = δ1j + ajε+ o(ε), ε→ 0,

где δ1j – знак Кронекера, плотности вероятностей перехода aj ≥ 0 для j ∈ N0\{1} и
0 < a0 < −a1, причем

∑
j∈N0

aj = 0; см. [3, с. 11–12, 26].
В работе [5] исследованы некоторые асимптотические свойства так называемого Мар-

ковского Q-процесса (МQП) {W (t), t ≥ 0}, определенный как "долгоживущий"МВП, пе-
реходные вероятности которого

Qij(t) := P {W (t+ τ) = j |W (τ) = i} =
jqj−i

iβt
Pij(t).

В равенстве (2) β := exp
{∑

j∈N jajq
j−1
}
, а число q− вероятность вырождения МВП.

С помощью (1) и (2) вероятности Q1j(ε), при ε→ 0, могут быть представлены в виде

Q1j(ε) = δ1j + pjε+ o(ε),

с плотностями вероятностей перехода

p0 = 0, p1 = a1 − ln β < 0, pj = jqj−1aj ≥ 0, j ∈ N\{1}.

Следовательно, производящая функция (ПФ)

g(x) :=
∑
j∈N

pjx
j = x [f ′(qx)− f ′(q)]

полностью определяет МQП, здесь f(x) есть инфинитезимальная ПФ, порождающая МВП
Z(t), то есть f(x) =

∑
j∈N0

ajx
j. В этом обозначении β := exp {f ′(q)} и f(q) = 0; см. [5].

Введем теперь в рассмотрение ПФ распределения состояний

Gi(t;x) := EixW (t) = E
[
xW (t)

∣∣W (0) = i
]

=
∑
j∈N

Qij(t)x
j.

Как было доказано в [Имомов],

Gi(t;x) = x

[
Φ(t; qx)

q

]i−1

exp

{∫ t

0

b

(
Φ(τ ; qx)

q

)
dτ

}
,

где Φ(t;x) =
∑

j∈N0
P1j(t)x

j и

b(x) =
g(x)

x
= f ′(qx)− f ′(q).

Путем дифференцирования в точке x = 1 из (3) получаем где DiW (t) = D [W (t) |W (0) = i ]
и γ = b/|ln β|.

Нам позволит написать уравнение

W (t+ 1) = [W (t)− 1] · β +W (1) + ε(t),
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с погрешностью ε(t), имеющей нулевое среднее: Eε(t) = 0. Учитывая это уравнение, пред-
лагаем следующую оценку для β, при известном E1W (1):

β̂(t) =
W (t+ 1)− E1W (1)

W (t)− 1
, t > 1.

Оценка β̂(t) является несмещенной для параметра β. Действительно, согласно формуле
полной вероятности и однородности МQП, с учетом (4) Eβ̂(t) = β.

Следующие теоремы характеризуют дальнейшие свойства оценки β̂(t).
Теорема 1. Пусть b <∞. Если β = 1, то

t

2
· Dβ̂(t) = 1 +O

(
ln2 t

t

)
, t→∞.

Теорема 2. Пусть b <∞. Если β < 1, то

Dβ̂(t) = O (1) , t→∞.

Теорема 3. Пусть b <∞ и β = 1. Тогда

P{(β̂(t)− 1)t < x} → L(x), t→∞,

где
+∞∫
−∞

eiθxdL(x) =

+∞∫
−∞

xe−x+2iθ/xdx.
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ПОЛУПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ЭМПИРИЧЕСКИЕ
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ И ИХ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ

СВОЙСТВА

Сайфуллоева Г.С.
Навоийский государственный педагогический институт, Навои,Узбекистан.,

sayfullayevagulnoz@gmail.com;

Рассмотрим полупараметрическую статистическую модель случайного цензурирования с
двух сторон, в которой наблюдается выборка

S(n) = {(Zi,∆i), i = 1, n},
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где Zi = max{Li,min{Xi, Yi}}, ∆i = (δ
(0)
i , δ

(1)
i , δ

(2)
i ), δ

(0)
i = I(min(Xi, Yi) < Li),

δ
(1)
i = I(Li ≤ Xi < Yi), δ

(2)
i = I(Li ≤ Yi < Xi) и I(A)- индикатор события A.

Здесь {(Xk, Lk, Yk), k ≥ 1}− последовательность независимых и одинаково распределен-
ных (н.о.р.) случайных векторов с взаимозависимыми компонентами с соответствующими
непрерывными функциями распределения (ф.р.) F (x) = P (Xi ≤ x), K(x) = P (Li ≤ x)
и G(x) = P (Yi ≤ x). Пусть H и N− ф.р. с.в. Zi и Vi = min (Xi, Yi). Тогда заметим, что
H(x) = K(x)N(x), N(x) = 1 − (1 − F (x))(1 − G(x)). Задача состоит в оценивании харак-
теристической функции (х.ф.) C(t) =

∫∞
−∞ e

itxdF (x) с.в. Xi по выборке S(n) в следующей
полупараметрической модели, согласно которой существуют положительные неизвестные
числа θ и β такие, что верны представления для всех x ∈ R1:{

1−G(x) = (1− F (x))θ,
K(x) = (N(x))β,

Здесь параметрами β и θ определяются соответственно глубины цензурирования с.в. Xi

слева и справа. В работах [1-3] были установлены характеризационное свойства рассматри-
ваемой модели, согласно которой представления (??) эквивалентны независимости с.в. Xi

и вектора ∆i а также была исследована полупараметрическая оценка для ф.р. F (x) вида
Fn(x) = 1− [1− (Hn(x))λn ]γn , t ∈ R1, где λn = 1−p(o)

n и γn = p
(1)
n (p

(1)
n +p

(2)
n )−1 соответству-

ющие оценки λ = 1
1+β

и γ = 1
1+θ

. Построим оценку для х.ф. Cn(t) =
∫∞
−∞ e

itxdFn(x). Пусть
C[T (1), T (2)] банахово пространство непрерывных комплекснозначных функций на ин-
тервале [T (1), T (2)] с супремум-нормой supT (1)≤t≤T (2) |.|, где sup{x ∈ R1 : H(x) = 0} = τH <

T (1) ≤ T (2) < TH = inf{x ∈ R1 : H(x) = 1}. Обозначим supT (1)≤t≤T (2) [(H(x))p
(0) − H(x)]−1,

где p(0) = P (δ
(0)
i = 1).

Следующая теорема утверждает равномерно сильную состоятельность Cn(t) на каж-
дом конечном интервале [T (1), T (2)].

Теорема 1. Предположим, что ρ > 0. Тогда при n→∞, supT (1)≤t≤T (2) |Cn(t)−C(t)| → 0.

Определим субраспределения {T (m)(x) = P (Zi ≤ x, δ
(m)
i = 1), m = 0, 1, 2}. Слабая

сходимость эмпирического характеристического процесса {Γn(t) =
√
n(Cn(t)−C(t)), t ∈

[T (1), T (2)]} составляет содержание следующего утверждения.
Теорема 2. Предположим, что ρ > 0 и для α > 0 при x→∞ :

xαT (m)(−x) + xα(1− T (m)(x)) = O(1), m = 1, 2, 3.

Тогда последовательность случайных процессов {Γn(t), t ∈ [T (1), T (2)]} слабо сходится в
C[T (1), T (2)] к центральному комплекснозначному гауссовскому процессу.
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Термодинамика ДНК для моделей статистической физики изучается в статьях [1]-[4].
В работе [5] термодинамика ренатурации ДНК-РНК была исследована для новой модели.
В настоящей работе рассматривается модель Изинга и для этой модели изучается термо-
динамика ренатурации ДНК-РНК.

Известно, что в ДНК каждая пара A + T соединена двумя водородными связями, а
каждая пара C+G - тремя водородными связями. Поэтому в этом разделе мы моделируем
их как −1 = A+T, 1 = C+G. Для разорванной водородной связи сопоставляется значение
спина 0. Пары оснований A + T (в ДНК) и A + U (в РНК) считаются идентичными в
процессе ренатурации ДНК из РНК (вируса). Эти молекулы содержатся в клетках всех
живых организмов, а также в некоторых вирусах (см.[5]).

Рассмотрим конфигурационное пространство Ω :

Ω =
{
σ = (d, r) ∈ {0,−1, 1}Z × {0,−1, 1}Z : diri = 0, ∀i ∈ Z

}
,

где
d = {di ∈ {0,−1, 1} : i ∈ Z}, r = {ri ∈ {0,−1, 1} : i ∈ Z}

и Z− множество целых чисел.
Для каждой конфигурации σ ∈ Ω определим ее энергию (гамильтониан модели Изинга)

следующим образом:

H(σ) = H(d, r) = −J
+∞∑
i=−∞

(didi+1 + riri+1)− α
+∞∑
i=−∞

(di + ri), (1)

где J ∈ R - константа связи между парами оснований, α ∈ R− внешнее поле.
Через σn обозначим ограничение конфигураций σ ∈ Ω на Zn = {−n,−n+1, ..., n−1, n},

а через Ωn обозначим множество всех таких конфигураций. Пусть A ⊂ Z. Обозначим через
ΩA пространство конфигураций, определенных на множестве A.

Рассмотрим вероятностное распределение µn на Ωn :

µn(σn) = Z−1
n exp

−βHn(σn) +
∑

m∈{−n,n}

hm,dm,rm

 , (2)

где β = 1/T , T > 0− температура, Z−1
n − нормирующий множитель, совокупность

hm,i,j ∈ R, i, j = −1, 0, 1,m = −n, n (3)

представляет собой набор действительных чисел и

Hn(σ) = −J
+n∑
i=−n

(didi+1 + riri+1)− α
+n∑
i=−n

(di + ri).
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Говорят, что вероятностное распределение µn согласованно, если∑
ωn∈Ω{−n,n}

µn(σn−1 ∨ ωn) = µn−1(σn−1) (4)

для всех n ≥ 1 и σn−1 ∈ Ωn−1.
Здесь σn−1∨ωn есть объединение конфигураций. В этом случае существует единствен-

ная мера µ на Ω такая, что
µ({σ |Zn= σn}) = µn(σn)

для всех n ≥ 1 и σn ∈ Ωn. Такая мера называется мерой Гиббса, соответствующей гамиль-
тониану (1) и значениям (2).

Для ясности предположим, что

h−n,i,j = hn,i,j, i, j = 0,−1, 1. (5)

Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия на hn,i,j, при которых
выполняется (4).

ТЕОРЕМА. Вероятностное распределение µn(σn), n = 1, 2, ..., в (2) согласованно то-
гда и только тогда, когда для любого n ≥ 1 выполняются следующие функциональные
уравнения:

xn−1 = 1+η−1(θxn+yn)+η(θ−1un+vn)
1+θη−1(xn+yn)+η(un+vn)

,

yn−1 = 1+η−1(xn+θyn)+η(un+θ−1vn)
1+η−1(xn+yn)+η(un+vn)

,

un−1 = 1+η−1(θ−1xn+yn)+η(θun+vn)
1+η−1(xn+yn)+η(un+vn)

,

vn−1 = 1+η−1(xn+θ−1yn)+η(un+θvn)
1+η−1(xn+yn)+η(un+vn)

.

(6)

Где
θ = exp(Jβ), η = exp(αβ),

xn = exp(hn,0,−1 − hn,0,0), yn = exp(hn,−1,0 − hn,0,0),

un = exp(hn,0,1 − hn,0,0), vn = exp(hn,1,0 − hn,0,0).

(7)
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ЕДИНСТВЕННОСТЬ ТРАНСЛЯЦИОННО-ИНВАРИАНТНЫХ МЕР
ГИББСА ДЛЯ МОДЕЛИ HC-БЛЮМА-КАПЕЛЯ В СЛУЧАЕ "ЦИКЛ"НА

ДЕРЕВЕ КЭЛИ
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В этом статье изучена трансляционно-инвариантные меры Гиббса для динамической
модели Блюма-Капеля на дереве Кэли. Это двумерный спиновая система, где одна пере-
менная спин может принимать три значения:−1, 0,+1. Первоначально он был введен для
изучения He3 −He4 фазовый переход [2-5].

Дерево Кэли Γk = (V, L) порядка k ≥ 1 это бесконечное дерево, т.е. граф без циклов,
из каждой вершины которого выходит ровно k + 1 ребер, где V есть множество вершин
Γk, L− его множество ребер. Пусть i−функция инцидентности, сопоставляющая каждому
ребру l ∈ L его концевые точки x, y ∈ V . Если i(l) = {x, y}, то вершины x и y называются
ближайшими соседями и обозначаются через 〈x, y〉. Пусть d(x, y), x, y ∈ V есть расстояние
между вершинами x, y, т.е. количество ребер кратчайший пути, соединяющей x и y.

Рассмотрим модель, где спин принимает значения из множества Φ = {−1, 0,+1}. Тогда
конфигурация σ на V определяется как функция x ∈ V → σ(x) ∈ Φ; множество всех
конфигураций совпадает с Ω = ΦV . Пусть A ⊂ V . Обозначим через ΩA пространство
конфигураций, определенных на множестве A.

Рассмотрим граф с тремя вершинами −1, 0,+1 (на множестве значений σ(x)), который
имеет следующий вид (см.[1], [3]):

цикл: {0,−1}, {0,+1}, {−1,−1}

Гамильтониан модели Блюма-Капеля определяется следующим образом:

H(σ) = J
∑

〈x,y〉,x,y∈V ;

(σ(x)− σ(y))2, (1)

где J ∈ R.
Пусть x0 ∈ V -фиксированная точка. Будем писать x ≺ y, если путь от x0 до y проходит

через x.
Обозначим: Wn = {x ∈ V : d(x0, x) = n}, Vn = {x ∈ V : d(x0, x) ≤ n}.
Точка y называется "прямым потомком" точки x , если x ≺ y и d(x, y) = 1.
Для x ∈ Gk обозначим через S(x)− множество "прямых потомков" точки x ∈ V .
Пусть O = {цикл}, G ∈ O. Конфигурация σ называется G -допустимой конфигура-

цией на дереве Кэли (в Vn или Wn), если {σ(x), σ(y)}-ребро G для любой ближайшей
пары соседей x, y из V (из Vn). Обозначим множество G-допустимых конфигураций через
ΩG(ΩG

Vn
).

Пусть h : x 7→ hx = (h−1,x, h0,x, h+1,x)-вектор функция от x ∈ V \ {x0}. Рассмотрим
вероятностное распределение µ(n) на ΩVn :

µ(n)(σn) = Z−1
n exp{−βH(σn) +

∑
x∈Wn

hσ(x),x}, (2)

где σn ∈ ΩG
Vn
, Zn =

∑
σn∈ΩGVn

exp{−βH(σn) +
∑

x∈Wn
hσ(x),x} и hσ,x ∈ R.
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Говорят, что вероятностное распределение µ(n), (∀n ≥ 1) согласованно, если∑
σ(n)

µ(n)(σn−1, σ
(n)) = µ(n−1)(σn−1) (3)

для всех n ≥ 1 и σn−1 ∈ ΩG
Vn−1

.

В этом случае существует единственная мера µ на ΩG
V , такая, что

µ({σ |Vn= σn}) = µ(n)(σn),

для всех n ≥ 1 и σn ∈ ΩG
Vn
.

Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия на hi,x, при которых
выполняется (3).

ТЕОРЕМА 1. Пусть k ≥ 2 (в случае "цикл"). Вероятностное распределение
µ(n)(σn), n = 1, 2, ... в (2) согласованно тогда и только тогда, когда для любого x ∈ V
имеют место следующие: 

z+1,x =
∏

y∈S(x)
1+θ3z−1,y

z−1,y+z+1,y
,

z−1,x =
∏

y∈S(x)
1+θ3z+1,y

z−1,y+z+1,y
,

(4)

где θ = exp{−Jβ}, β = 1/T, zi,x = exp(hi,x − h0,x), i = +1,−1 .
Tрансляционно-инвариантные(ТИ) меры Гиббса соответствуют решениям (4) с zi,x = zi

при всех x ∈ V и i = −1,+1. Для удобства, перепишим z+1 = z1, z−1 = z2 . Тогда (4) имеет
вид  z1 = (1+θ3z2

z1+z2
)k,

z2 = (1+θ3z1
z1+z2

)k,
(5)

ЛЕММА. Пусть k ≥ 2. Для любого θ > 0 система уравнений (5) имеет только
единственное решение.

Тогда верна следующая теорема.
ТЕОРЕМА 2. Для модели (1) в случае "цикл"при любых θ > 0 существует ровно

одна ТИ мера Гиббса.
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Как известно, каждая молекула ДНК представляет собой двойную спираль, образо-
ванную двумя комплементарными нитями нуклеотидов, которые удерживаются вместе
водородными связями между парами оснований C +G (цитозин-гуанин) и A+T (аденин-
тимин).

Дерево Кэли Γk = (V, L) порядка k ≥ 1 это бесконечное дерево, т.е. граф без циклов,
из каждой вершины которого выходит ровно k + 1 ребер, где V есть множество вершин
Γk, L− его множество ребер. Пусть i−функция инцидентности, сопоставляющая каждому
ребру l ∈ L его концевые точки x, y ∈ V . Если i(l) = {x, y}, то вершины x и y называются
ближайшими соседями и обозначаются через 〈x, y〉.

Пусть Z = {...,−2,−1, 0, 1, 2, ...} . В работе [3] было доказано, что все вершины де-
рева Кэли можно разбить на классы эквивалентности, пронумерованные целыми числа-
ми, и через каждую вершину, принадлежащую m− му классу эквивалентности, проходит
единственный путь, такой что номера классов эквивалентности, которым принадлежат
последовательные вершины этого пути, образуют бесконечную в обе стороны последова-
тельность ...,m−2,m−1,m,m+1,m+2, ... целых чисел. Он называется Z−путь (Z−path).

Рассмотрим функцию σ, которая присваивает каждому ребру l ∈ L значение σ(l) ∈
{−1, 0, 1} так, что −1 = A + T и 1 = C + G, а σ(l) = 0 означает, что ребро "свободно".
Функция σ = {σ(l), l ∈ L} называется конфигурацией. Конфигурация σ = {σ(l), l ∈ L}
называется допустимой, если σ(l) 6= 0 для всех l ∈ Z − path. Ограничение допустимой
конфигурации на Z−путь называется ДНК.

Мы рассматриваем следующую модель Изинга энергии конфигурации σ на множестве
ДНК [1]:

H(σ) = J
∑

〈l,t〉∈L×L;

σ(l)σ(t), (1)

где J > 0−константа связи, σ(l) ∈ {−1, 0, 1} и 〈l, t〉 ребра ближайшими соседями.
Стандартным образом (см. работы [1], [2]) можно свести задачу изучения мер Гиббса

в модели Изинга к решению следующей системы функциональных уравнений:

z0,l =
1+zl0

α+α−1zl0
· 1+zl1
α+α−1zl1

·
∏

t∈S0(l)
1+z0,t+z1,t

α+z0,t+1+α−1z1,t
, l /∈ Z− path,

z1,l =
α−1+αzl0
α+α−1zl0

· α
−1+αzl1
α+α−1zl1

·
∏

t∈S0(l)
α−1+z0,t+αz1,t
α+z0,t+α−1z1,t

, l /∈ Z− path,

zl =
α−1+αzl1
α+α−1zl1

·
∏

t∈S1(l)
α−1+z0,t+αz1,t
α+z0,t+1+α−1z1,t

, l ∈ Z− path.

(2)

Трансляционно-инвариантные меры Гиббса(ТИМГ) отвечают не зависящим от l, t ре-
шениям z = (z0,l, z1,l, zt), где l /∈ Z− path, t ∈ Z− path:

z0,l = u, z1,l = v,∀l /∈ Z− path; zl = w,∀l ∈ Z− path, (3)
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Здесь величины u, v, w положительны в силу уравнений (2) и удовлетворяют следую-
щей системе уравнений:

u =
(

1+u+v
α+u+α−1v

)k−2 ( 1+w
α+α−1w

)2
,

v =
(

1+αu+α2v
α2+αu+v

)k−2 (
1+α2w
α2+w

)2

,

w =
(

1+αu+α2v
α2+αu+v

)k−1 (
1+α2w
α2+w

)
.

(4)

Ясно, что v = w = 1 удовлетворяют данной системе уравнений для любого k ≥ 2 и λ < 1,
тогда из первого уравнения системы мы получаем

u =

(
2 + u

α + α−1 + u

)k−2(
2

α + α−1

)2

. (5)

Здесь введем обозначении:

x =
u

2
, b =

α + α−1

2
, a = 2

(
α + α−1

2

)2

. (6)

Тогда уравнение (5) принят вид

ax =

(
1 + x

b+ x

)k−2

. (7)

Тогда верна следующая теорема.
ТЕОРЕМА. Уравнение (7) имеет одно решение, если или k = 3, или b ≤

(
k−1
k−3

)2. Если
k > 3 и b >

(
k−1
k−3

)2, то существуют числа η1(b, k), η2(b, k) с 0 < η1(b, k) < η2(b, k), такие,
что уравнение имеет три решения, если η1(b, k) < a < η2(b, k), и имеет два решения,
если либо a = η1(b, k), либо a = η2(b, k). Числа ηi находятся из формулы

ηi(b, k) =
1

xi

(
1 + xi
b+ xi

)k−2

,

где x1, x2 являются решениями уравнения

x2 + [2− (b− 1)(k − 3)]x+ b = 0.

Соответствующие этим решениям ТИМГ являются новыми.
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